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Generalizaciones de la Ecuacion de Laplace desde el Anélisis de
Clifford
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Resumen: El Anilisis de Clifford brinda la posibilidad de reescribir muchas de las ecuaciones de la Fisica Matematica
para obtener valiosas interpretaciones acerca de sus soluciones. La ausencia de la conmutatividad y el uso de bases or-
tonormales arbitrarias en dlgebras de Clifford hacen posible el surgimiento de dos nuevas ecuaciones diferenciales que
generalizan a la cldsica ecuacién de Laplace. Las funciones (@, y)-armoénicas y (@, ¥)-inframonogénicas se definen co-
mo las soluciones a estas ecuaciones mas generales. En este trabajo, se estudiardn estas clases funcionales y se mostrara
que no comparten algunas de las buenas propiedades de las arménicas. Ademds, por medio de transformadas de Teodo-
rescu se resolveran problemas de frontera del tipo Riemann-Hilbert en dominios con frontera fractal y sobre clases de
Lipschitz de orden superior. Como conclusion, se determina que la consideracién de conjuntos estructurales brinda la
posibilidad de agrupar y tratar de forma eficiente a estos sistemas elipticos junto con sus problemas asociados.

Palabras clave: andlisis de Clifford; funciones (¢, y)-arménicas; funciones (@, y)-inframonogénicas; problemas de
Riemann-Hilbert

Generalizations of Laplace equation in Clifford analysis

Abstract: Clifford analysis gives the possibility of rewriting many of the equations of mathematical physics to obtain
valuable interpretations of their solutions. The absence of commutativity and the use of arbitrary orthonormal bases in the
so-called Clifford algebras lead to new differential equations that generalize the classical Laplace equation. The (@, y)-
harmonic and (@, y)-inframonogenic functions are defined as the solutions to these general equations. This research will
study these functional classes and show that they do not share some of the good properties of the harmonic ones. In
addition, by means of Teodorescu transforms, Riemann-Hilbert type boundary value problems in domains with fractal
boundary and on higher order Lipschitz classes are solved. It is concluded that the consideration of structural sets offers
the possibility of efficiently grouping and treating these elliptic systems together with their associated problems.

Keywords: Clifford analysis; (@, y)-harmonic functions; (@, )-inframonogenic functions; Riemann-Hilbert problems

1. INTRODUCCION

Una forma elegante de generalizar la teoria de funciones holomor-
fas del plano complejo a dimensiones superiores es haciendo uso
del Andlisis de Clifford, que en su version original se centra en
el estudio de las llamadas funciones monogénicas (Brackx et al.,
1982). Dichas funciones son las soluciones nulas del cldsico ope-
rador de Dirac sobre un fibrado espinorial del espacio euclideo
IR™. Esta teoria de funciones es esencialmente un refinamiento del
Andlisis Arménico, debido a que el operador de Dirac factoriza al
Laplaciano mediante el uso de las dlgebras de Clifford.

Las dlgebras de Clifford fueron introducidas en 1878 por el ma-
tematico inglés William Kingdon Clifford (1845-1879) y consti-
tuyen una generalizacién multidimensional de los nimeros com-
plejos. Estas permiten reinterpretar y manipular algebraicamen-
te muchos conceptos geométricos de importancia, lo cual ha po-
sibilitado numerosas aplicaciones dentro de la Fisica Tedrica, la
Computacién y la Geometria (Giirlebeck et al., 2016).
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Estas dlgebras tienen su origen en los cuaterniones de Hamilton.
Fue en 1843 cuando el irlandés William Rowan Hamilton, en un
intento de introducir un andlogo tridimensional del dlgebra de
los nimeros complejos, introdujo los conocidos cuaternios reales
(Hamilton, 1866). Alrededor del afio 1830, varios matematicos se
percataron de que el dlgebra de los nimeros complejos se suplan-
taba trabajando con vectores del plano y entonces Hamilton se pre-
gunt6 si un andlogo espacial podria ser obtenido de modo que las
rotaciones en IR también fuesen relacionadas directamente por
vectores sobre el dlgebra. El establecié que sus nuevos nimeros
debian poseer cuatro componentes reales y la propiedad conmu-
tativa de la multiplicacién debia ser sacrificada. Posteriormente,
esta nueva algebra fue denotada por H y sus elementos fueron lla-
mados cuaternios o cuaterniones. Afios mas tarde, Clifford utilizé
como base el trabajo preliminar del alemdn Hermann Grassmann
para crear lo que hoy se conoce como algebra geométrica, siendo
un caso particular las dlgebras de Clifford (Clifford, 1878).

El operador de Dirac sobre el dlgebra de Clifford IR, es definido
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donde {ej, ey, ...,e; } es la base estdndar de R™. A lo largo de este
trabajo, asumiremos que m > 3. Este operador de Dirac factoriza

ey

el Laplaciano en el sentido de que: 3; = —A. Si se considera ahora
el conjunto ¥ = {y1,..., Y } CIR™ y el operador diferencial
Vo, = Y vy 2
dx=) Vi5— 2
=AY
entonces V’ai = —A si y solo si ¥ representa una base ortonor-

mal de R™ (Néno & Inenaga, 1987). Debido a Shapiro y Vasi-
levski, este conjunto y es llamado conjunto estructural (Shapiro
& Vasilevski, 1995). La flexibilidad introducida por los conjuntos
estructurales ayuda a visualizar nuevas perspectivas dentro de la
investigacién concerniente a transformadas de Ahlfors-Beurling,
d-problemas y descomposiciones aditivas de funciones arménicas
(Giirlebeck & Nguyen, 2014). La consideracién de conjuntos es-
tructurales arbitrarios, Y y ¢, permite el surgimiento de dos nue-
vas ecuaciones elipticas que generalizan a la ecuacién de Laplace:

?9,Y0.f =0 3)

99,19, =0, @)

cuyas soluciones han sido referenciadas como (@, y)-arménicas y
(@, w)-inframonogénicas, respectivamente (Alfonso et al., 2022a;
Serrano et al., 2021). Es de resaltar que estas funciones consti-
tuyen clases no triviales de funciones biarménicas. En particular,
cuando @ = y = {ej,ez,...,em}, la Ecuacién (3) se reduce a la
ecuacion de Laplace; mientras que la Ecuacion (4) puede ser vista
como una versién no conmutativa de esta, cuyas soluciones reci-
ben el nombre de inframonogénicas (Malonek et al., 2010). Estas
funciones han sido relacionadas con el sistema de Lamé-Navier
de la Elasticidad Lineal, problemas de frontera de tipo Riemann-
Hilbert y descomposiciones de Fischer para el espacio de polino-
mios homogéneos de IR (Alfonso et al., 2022b; Serrano et al.,
2022; Moreno & Delgado, 2024). En el presente articulo, se pre-
tende mostrar algunos resultados caracteristicos de estas funciones
y sus estructuras disimiles respecto de las arménicas. Ademads, se
considerardn problemas de frontera del tipo Riemann-Hilbert so-
bre dominios con frontera fractal.

2. METODOLOGIA

Los métodos de investigacion utilizados en el desarrollo de este
trabajo estuvieron determinados por los objetivos y las tareas de
investigaciéon. A nivel tedrico se emplearon los métodos: histo-
rico légico, andlisis y sintesis, induccién y deduccién, y a nivel
empirico: el experimental y la modelacion; todos de gran utilidad
en el estudio de fuentes de informacion y en el procesamiento de
los fundamentos cientificos. Se hace necesario el uso de un cuerpo
teérico enfocado a la resolucidn de los problemas de frontera abor-
dados que, a grandes rasgos, incluye a la transformada de Cauchy
multidimensional, la extensién de Whitney de funciones Holder
continuas sobre conjuntos compactos y algunas herramientas pro-
pias de la Geometria Fractal.

3. NOCIONES PRELIMINARES DE ANALISIS DE CLIFFORD

El élgebra de Clifford real Ry, se define como la generada por
e1,ez,...,e, segun las reglas de multiplicacién

eiej -+ eje; = —261‘,1',

donde 9; ; es la conocida delta de Kronecker.
Los elementos de IR, tienen una tnica representacion de la for-
ma siguiente:

AC{1.2,...m}

a—= asea,

donde aq € R, eq = ey ep,---ep, para A = {hy,ho,..., i} con
I<hh<h< - <h<myey=ey=1.
El espacio euclideo IR™ estd inmerso en R, al identificar a

X = (X150 X)
conx = Y™, xe;. El subespacio de s-vectores (0 < s < m) se de-
notard por R(()‘;)n y es definido por
]R((fr)n := spanp (eq : [A] = 5).

El élgebra de Clifford puede también ser descompuesta segtin la
proyeccién sobre los subespacios de s-vectores:

Ron = PR
s=0

La proyeccion asociada a la parte s-vectorial se denotard por [.];.
Cada elemento x = (xg,x1,* ,X) € R7H puede ser reescrito
también como

x=xp+ inei S ]R(0> @IR(])

0,m 0,m
i=1

y es llamado paravector.
La conjugacioén (cliffordiana) es un antiautomorfismo definido por

las relaciones e; = —e; (i =1,2, m) Por tanto,
_ k(k+1)
eA:(—l)kehk--~eh1:(—l) 2 ey.

Todas las propiedades necesarias de estas dlgebras pueden encon-
trarse en los libros de Gilbert & Murray (1991); Brackx et al.
(1982); Giirlebeck et al. (2008, 2016). Algunas notas histdricas de
interés, apuntes necesarios y diversos puntos de vista acerca del
Andlisis de Clifford pueden consultarse en Liu & Hong (2018);
Malonek et al. (2011); Delanghe & Bory (2003); Delanghe (1970,
2001); Cnops (1995); Ryan (2000, 2004); Reséndis & Shapiro
(2000).

Consideraremos funciones f : (0 C R™ — Ry, las cuales pue-
dan ser escritas como f(x) = Y4 fa(x)ea, donde f4 son funcio-
nes reales. Propiedades como la continuidad, la diferenciabilidad
y la integrabilidad tienen el usual sentido a través de todas sus
componentes reales, o sea, una funcién serd continua si todas sus
componentes reales lo son. En particular, los espacios de fun-
ciones k-veces continuamente diferenciables y k-veces a-Holder
continuamente diferenciables sobre un dominio () serdn denota-
dos por CK(Q,Ro,n) y C**(Q,Ro,), respectivamente. A partir
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de este momento, y a menos que se diga lo contrario, los domi-
nios (2 C IR™ se consideraran abiertos y simplemente conexos con
frontera I suficientemente suave.

Como se menciond en la introduccién, un conjunto estructural es

(1)

O,m:

V={vi,...,Vn}

una base ortonormal de R™ ~ IR

y segun las reglas de multiplicacién se tendrd también que

vy +yy = =26 (i, j = 1,2,....m).

Algunas nociones esenciales sobre conjuntos estructurales pueden
consultarse en Nono & Inenaga (1987); Shapiro (1997).

En el espacio C! (Q,Rg,x) es posible definir un operador de Dirac
generalizado como:

Vo, = i + i + + i
2 =W dxy v oxz Vom Oxpm
Para el caso particular del conjunto estructural estidndar

Wst = {el’ezn"em}’

el operador ¥d, se convierte en el tradicional operador de Dirac
cliffordiano d,. La ortonormalidad del conjunto estructural provo-
ca la factorizacién del Laplaciano mediante el operador ¥d,. Una
funcién se dice que es y-hiperholomorfa por la izquierda (dere-
cha) en el dominio Q) si ¥d, f = 0 (f¥d, = 0) en Q). Las funciones
y-hiperholomorfas son la extension de las funciones holomorfas
a altas dimensiones y el operador de Dirac tiene el mismo rol del
operador de Cauchy-Riemann en Andlisis Complejo.

Se puede definir ademas una transformada de Cauchy generaliza-
da

Gl @) = [ K= 2ny()f )y

con ntcleo de Cauchy

|2

Ky(x) = waz[m]’

donde o, denota al 4rea superficial de la bola unitaria en IR"™
y ny(y) = X% ni(y) ;. siendo n;(y) la i-ésima componente del
vector normal unitario en y € I'. Aqui la funcién

>
On(m—2)

es la solucién fundamental del Laplaciano que denotaremos por
E;(x). Cuando la funcién es y-hiperholomorfa por la izquierda
entonces obtendremos la representacién integral de Cauchy si-
guiente:

f(x) =6y f(x).

La soluciéon fundamental del operador de segundo orden
?9,Y0,(.) sera:

|x|*

Koy (x) :=Y9,%9, On(2—m)(4—m)

2 —m)la M xyxg + XL v
N 20, (2 —m) ’

Esta solucién fundamental permite también obtener una férmula
de representacion para las funciones f(x) que anulan al operador
?9,¥0,(.) en ), y que como mencionamos en la introduccién,
reciben el nombre de (@, y)-arménicas:

+ [ Koyl Dng ) 49,9y

1) = [ Kyly=2my ) ()dy
®)
Remitimos al lector al trabajo precedente de Bory et al. (2016).

Para las funciones (@, y)-inframonogénicas también existe una

férmula integral de tipo Cauchy debida a Alfonso et al. (2022a),
la cual tiene como expresion:

1@ = [ F@my)Ky(y-x)dy

[ Koy 7)) 3, 5,

Yo [ B9l )ar) w,.] |

+

S

(6)

Sea k un entero no negativo y 0 < & < 1. Las clases de Lipschitz
de orden superior Lip(k + &,T’) consisten de colecciones de fun-
ciones continuas reales

f:= {1V, j| <k}

definidas en I' y que satisfacen las condiciones de compatibilidad
siguientes:

(M

) (+1)
f(J) (x) — Z fi(y)

—=(x—y)'| = O(]x—y[T*),
g A a B

®)

donde x,y € T' y |j| < k. Aqui j es un multiindice m-dimensional
y se utilizardn las notaciones cominmente relacionadas con estos.
Para més detalles puede verse Stein (1970). El matematico norte-
americano Hassler Whitney probd en 1934 que tal coleccién de
funciones puede ser extendida mediante una funcién Hoélder con-
tinua diferenciable hasta el orden k y con exponente &, resolvien-
do asi uno de los principales problemas de Andlisis de la época
(Whitney, 1934). En este contexto del Anélisis de Clifford, el teo-
rema de extension de Whitney toma la forma siguiente para k = 1:

Teorema 3.1 (Teorema de Whitney). Sea f = { £, il <1} e
Lip(1+ a,T). Entonces, existe una funcién de soporte compacto
f € CY¥(R™ Ry,,) que satisface las siguientes condiciones:

a) flr =50, 9V flr=fV,ljl =1,
b) feC(R"\T),
¢) 10U f(x)] < c[dist(x.T)]*"!, para |j| =2y x € R"\T.

Demostracion. Se presentardn solo las ideas esenciales de la prue-
ba de este resultado clasico en el contexto del Andlisis de Clifford.
Primeramente, usemos la representacion de f a través de sus com-
ponentes reales:

>

AC{1.2,-,m}

faea,

f=
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para luego tomar estas componentes f4 y aplicar el teorema de ex-
tensién para funciones reales (Stein, 1970). Obviamente, se logra
el resultado en Analisis de Clifford si se considera

Se descompone I'“ en una particién de cubos cerrados Q;, y de-
notamos @; a la funcién indicadora del cubo i-ésimo. Para cons-
truir la extensién f se considera f = f para x € I' y ademds en
I se define f = Y * P(x, p;)¢; (x), donde p; es un punto tal que
dist(Q;,T') = dist(Q;, pi) y P(x,y) denota el polinomio en x de la
expansién de Taylor de f alrededor del punto y € T, o sea

() (x-y)"

P(x,y) = 7

l7]<1

El simbolo }* indica que la suma se toma solo sobre los cubos
cuya distancia a I' no sea mayor que 1.

Debido a que las funciones f () pertenecen a la clase Lip(1+
a,T'), podemos arribar a la siguiente descomposicion:

f(j) =Pj(x.y) +Rj(x.y),

SU ) (x =)'
donde P;(x,y) = X< #

los que satisfacen la acotacién (8). Mediante un laborioso célculo,
se obtiene

Los restos R;(x,y) son

I
ZR[ ba b)

<1

P(x,b) —

y de manera mds general

—b)l

Pi(x.b) — Ryi(b.a)

Pj(x,a) = Z

JHI<1

El uso de las anteriores relaciones junto con un anélisis exhaustivo
de varios aspectos geométricos permite concluir la demostracién
del teorema. También en la demostracidn, se evidencia la impor-
tancia de la suma Y * en lugar de Y para lograr las acotaciones
deseadas. Remitimos al lector a Stein (1970), donde puede encon-
trar todos los detalles de esta prueba en un cimulo de més de 10
péginas.

O

4. FUNCIONES (@, y)-ARMONICAS

La clase de funciones (¢, y)-arménicas sobre () es cominmente
denotada por la simbologia: .75 (€0, Ro,») (Serrano et al., 2021).
En un contexto mds general, se remite al lector al trabajo de Bory
et al. (2016), en el cual se abordan ecuaciones diferenciales de
orden superior asociadas a un niimero finito de conjuntos estruc-
turales diferentes.

El Laplaciano A es el ejemplo por excelencia de un operador (fuer-
temente) eliptico, mientras que el operador %0, Y0, (.) pese a ser
eliptico, no lo es fuertemente. Este hecho se puede inferir median-
te el siguiente ejemplo que viola el principio del médulo méximo.

Ejemplo 4.1. Sea m par y considere un conjunto estructural ar-
bitrario

¢ ={01, 02, .. 0n_1,0n},

ahora tomese el siguiente conjunto

W: {(P23(P15"'7(PM3(PM—1}'

La funcion escalar

m
ulx) =1- Zx,z
i=1

naturalmente, se hace cero en la superficie de la bola unitaria
B(0,1) de R™ y por otro lado tenemos lo siguiente:

ou ou ou P)
99.¥,u — 8((p2&1+(p18 oot g 1+<pmla”)
0 L Ty o u
_(pl(PZax% (Pz(Pla 2 Om— I(Pma 3,[71

d%u
+ O Pm—1 W
= _2(p1(r02 - 2‘P2(P1 - 2(Pm—l(pm - 2(Pm(Pm—l
=0.

Luego u € 74,y (B(0,1),Ro,,) y no es idénticamente cero.

El ejemplo anterior conduce matematicamente a una formu-
lacién mal planteada del problema de Dirichlet para las fun-
ciones (@, y)-arménicas. Se obtiene asi la primera gran dife-
rencia entre 5 y (Q,Ro,,) y el espacio de funciones arménicas
(O, Rom)-

Veamos otra diferencia. Una funcién con valores en Ry, satisface
la ecuacién de Laplace si, y solo si todas sus partes k-vectoriales
satisfacen dicha ecuacién. En el caso (@, y)-arménico no es del
todo similar. Si todas las partes k-vectoriales de una funcién f son
(@, y)-arménicas entonces

o sea, la funcién serd también (@, y)-arménica.

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco no es cierto.
Ejemplo 4.2. Sea la funcién f : R> — Ry 3 dada por f = [f]o+
[f]o, donde [f]o = x1x2 y [f]2 = 33 viys + 13y con @ =

(e1,e2,€3), W = (W1,¥2, ), siendo
1
Vi = %(1 2.1),
1
Wgzﬁ(Z,l,—4),
‘I’3:\/%(3»—2»1)~

Tenemos que

—2+ejep —4dejes +4ere; —2 —8erez + 2eze

1
Wl%—ﬁ(
+63€2+4)
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1
= \/ﬁ (—36162 — 66]63 — 98263)
Y VoW1 = — Y1 Y por la propia definicion de conjunto estructural.
Entonces Y1 ya, Yoy € IR(%).

Ademds,

0w 2 82 82 (92
PARCES ;‘Pﬂl’iaix% + o1y Ix10%3 + ¢2yn Tr0n

y por lo tanto

?9Y9([flo) = erva + ey

1
= ?[61 (21 +ex —4de3)] + [e2(e1 +2e2 +e3)]

(=24 e1ex —4dejes) + [(—ere2 — 2+ eze3)]

N
1
Vol
#0,

S-Sl

?9Y9([f2) = el(‘l’%)‘l’2+€2(ll’2)2‘l’1 =—(etya+e2yn) #0,

sin embargo

P9Vaf =29Yaf]o+29"d[f]2 = 0.

4.1 Problema de Riemann-Hilbert

En su famosa disertacion de 1851, Bernhard Riemann (1826-
1866) formul6 su conocido problema de Riemann. Este plantea-
ba, a grandes rasgos, determinar una funcién holomorfa en un
dominio acotado del plano complejo si se tenia una relacién en-
tre los valores limites de su parte real y su parte imaginaria. En
el caso de una relacién lineal, este problema fue considerado por
vez primera en 1904 por David Hilbert (1862-1943). Por esta ra-
z6n en la actualidad, estos problemas se denominan problemas de
Riemann-Hilbert. A veces también se utiliza el término, problema
de Hilbert. Su estudio estd estrechamente relacionado con la teoria
de ecuaciones integrales singulares (Muskhelishvili, 1968) y tiene
una amplia gama de aplicaciones en casi todas las dreas de la Fi-
sica y la Ingenierfa, como por ejemplo en electromagnetismo, 6p-
tica, elasticidad (Muskhelishvili, 1953), dindmica de fluidos, geo-
fisica, teoria cudntica de campos, mecdnica cudntica y en la fisica
estadistica (Chelkak & Smirnov, 2012). El estudio de problemas
de este tipo es primordial en la teoria de polinomios ortogonales
(Fokas et al., 1992) y en el andlisis asintético (McLaughlin & Mi-
ller, 2006). La falta de conmutatividad inherente al producto de
Clifford implica que tal problema estd lejos de ser trivial en este
contexto multidimensional.

El problema de frontera de Riemann-Hilbert para las funciones
(@, w)-arménicas se plantea como sigue:

Encontrar una funcién u € 5y (4 UQ_,Ry,,) tal que sobre
una frontera I' (que puede ser suave o fractal), con g = {gW, |j| <
1} € Lip(1+ a,T) y g su extensién por el Teorema de Whitney,
cumpla que

ut(x) —u (x)A = g(x)
["%MW(&) - [Waxu]i(@B = Waxg@)

(o) = Yau(se) = 0,

donde A, B son dos constantes invertibles de Rp,, y las notacio-
nes (.)* y ()~ representan los valores limites de una funcién al
aproximarnos a la frontera I" por dentro y por fuera del dominio,
respectivamente. La resolucion de este problema puede encontrar-
se en Serrano et al. (2022), donde se lleg6 la conclusién de que en
el caso suave, la unica solucion es de la forma

u(x)

Cygx(x) + Jr Koy (y —x)ne(y)¥9:g(y)dy, x € Qy,

Cyg (AT + [r Koy (y — x)ng () ¥0:8(y)dyB~", x € Q-
(10)

8:(5) = [ Koy(r—x)n0()¥0,2(3)dy(~1+B'4)+gx). x€T.

También en Serrano et al. (2022), se encuentra una solucién para
el caso de una frontera fractal.

Existe una diferencia esencial entre el caso fractal y el estudiado
anteriormente. De hecho, para una frontera fractal I', la funcion
dada por (10) carece de sentido.

Para resolver el problema usaremos la nocién de d-sumabilidad, la
cual fue introducida en Harrison & Norton (1992). Se va a suponer
que I' es d-sumable para algin m — 1 < d < m, es decir, la integral
impropia

1
/ Nr(t)t? tdr
0

converge, donde Nr(7) representa el nimero minimo de bolas de
radio 7 necesarias para cubrir I'.

Un ejemplo de un dominio de Jordan en R? con frontera fractal
d-sumable es el dominio del copo de nieve de von Koch, cuya

In4
frontera es 12—3 + &-sumable para cualquier € > 0 (ver Figura 1).

Esta importante estructura no solo es relevante desde un punto de
vista matematico, sino que también tiene importantes aplicaciones
en Ingenieria y es ampliamente utilizada en los sistemas de tele-
comunicaciones modernos (Tumakov et al., 2020; Bellido et al.,
2017; Karim et al., 2010). Una extension tridimensional natural
del dominio del copo de nieve de Koch se construye de manera
similar a partir de un tetraedro regular en R?, que produce un do-
minio de Jordan en IR? cuya frontera es d-sumable para cualquier

log6

> —.

log2

7

r\ﬁﬁ.ﬁ“ E‘n‘?ﬁ,mg
iﬁ:

&
- T
5
<
éu' 28 S

) ';}, {é Lt

Figura 1. Dominio de Jordan con frontera suave y copo de nieve de Koch

Para comprender mejor la utilidad en la prictica de la d-
sumabilidad recomendamos la bibliografia (Falconer, 1990).
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Ahora se introducen estos operadores de tipo Teodorescu:

Fyr() =~ [ Kyly-2)v(s)dy

Toyr (@)1= [ Koyly-2)v()dy.

El siguiente teorema describe una solucién del problema en un
contexto fractal, cuya prueba se sustenta esencialmente en el mé-
todo propuesto por Boris Kats para el caso de funciones analiticas
en el plano complejo (Kats, 1983) y en la comprobacién directa
de la solucién.

Teorema 4.1. Sea g € Lip(1+ a,T) y sea T d-sumable con
o> i Entonces el problema de Riemann-Hilbert (9) tiene una
soluc%n dada por

u(x)

8(x) — Fy[Y0r8:(x) + Ty [Y0:8] (x) — Ty [90:¥9,8] (x), x€ Qo

Ty Vo)A + (%[W&ig] (x) — Ty %2, pDE] (g)B*l, veq,
(11
donde

g (x) := (%["%g] (x) = oy [%9:¥0.8)( MX)) (—1+B7'4) +3(x).
Para la demostracion del teorema, son necesarios algunos resulta-

dos auxiliares que a continuacién se mostrardn.
En Serrano et al. (2022) se probaron las siguientes identidades:

i O
vy 7 _ v(x), sixeQy, 12
= Wv()’c) {O sixe Q)_, (12)
v(x) sixeQy,
2708 = ) 00,70 = {1 220
(13)

Los siguientes dos lemas son imprescindibles para la prueba del
Teorema 4.1.

Lema4.1. Sea g € Lip(l + (X,r), entonces
?9,Y0.g € L’ (QQ,Ro,m)

_m—d
parap = —.
Demostracion. De la relacién c) del Teorema de Whitney se tiene
que |99,¥9,g(x)| < c[dist(x,T)]*! parax € Q. Teniendo este he-
cho en cuenta, la prueba se sigue de manera andloga a la mostrada
en Abreu et al. (2015, Lema 4.1). O]

d
Lema4.2. Sea g€ Lip(1+a.T') con a > - Entonces Ty [V0,8]

y Y0, Ty [?05Y0,g] son funciones continuas en R™.

Demostracién. Como Y9, € C°(QUT,Ry,,), entonces Y0,
pertenece a LP(Q,]ROM), con p > m. Aplicando un andlisis si-
milar al de la prueba de Giirlebeck et al. (2008, Proposicion 8.1)
se concluye que Fy[¥0.8] € CO(R™,Rom).

Para demostrar la continuidad de Y0, 7y [?0,¥0,g] se debe apre-
ciar que:

Waé%w[qoaiwa&g} = zp [(P‘9£W8£g~]~

d
Bajo la condicién o > — se puede aplicar el Lema 4.1 para ase-

gurar que ?9,Y0,g también pertenece a L”((),R¢,,) con p > m,
y por lo tanto, el razonamiento descrito anteriormente puede repe-
tirse. O

Demostracion de Teorema 4.1. El Lema 4.2 muestra que g. €
C°(R™,Ry,,). Por otro lado,

Y08 (x)

- (Waxgoc) ~ 7,[99,%3,4] <x>) (“14B714) +¥2,2(x)

y claramente una vez mds se obtiene una funcién en la clase
CO(R™,Ro,n)-

En consecuencia, 7y [¥d,g.] junto con los términos restantes en
(11) pertenecen a C°(R™, Ry, ). Por ende, podemos probar la pri-
mera condicién de frontera en (9). De hecho, se tiene que para
xel:

' (x) —u (x)A
= g«(x) + «%[‘@g] (x) - 9(PV/[(P81W8£§] (x)

- [«%Waxg] (1) — Tpy[?0.¥2,8 (xﬂ BA~!

— o)+ [%Waxgﬂ (x) — Ty [#0.%9,2] <x>} (1-BA™)
=3(x).

Para la segunda condicién se usan nuevamente las identidades (12)
y (13), obteniéndose que

Y0,8(x) — Zp[?0,¥058] (x). x€Qy,
Y0 u(x) := (14)
~ZplP00, 8B, xeQ..
Por tanto, la segunda condicién de frontera se deduce directamen-
te. Finalmente, la (@, y)-armonicidad de u en R™\ T se sigue
inmediatamente de (14) al operar ?d, por la izquierda. [

Cabe mencionar que las funciones (@, )-arménicas son solucio-
nes de un sistema diferencial de segundo orden y es por eso que
se utiliza la clase de Lipschitz Lip(1+ o, T'). Esta clase juega aqui
un papel similar al desempefiado por la clase de Holder para el
problema de Riemann-Hilbert para funciones analiticas.

5. FUNCIONES (@, y)-INFRAMONOGENICAS

La no conmutatividad del producto cliffordiano provoca que
las funciones (@,y)-arménicas y las (@, y)-inframonogénicas
sean bien diferentes en general. La notacién que mayor-
mente se usa para denotar a la clase de funciones (@,y)-
inframonogénicas es: 7 y ({2, Rg,,). Estudios de las funciones
(@, w)-inframonogénicas pueden encontrarse en los articulos re-
cientes de Alfonso et al. (2022a, 2023).
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En el ambito del cdlculo vectorial, cuando nos restringimos a con-
siderar campos vectoriales f =V € R3, la ecuacién sandwich es-
tandar

Ofdr =0

puede ser escrita en la forma

grad divV +rot’ v = 0, (15)

mientras que para la ecuacién de Laplace tenemos la siguiente
reescritura

graddivv — rot’ ¥ = 0. (16)

Este sutil cambio de signo implica que ambas ecuaciones sean
totalmente distintas en muchos aspectos como la elipticidad de
Legendre-Hadamard. Es bien conocido que el problema de Diri-
chlet para la ecuacién de Laplace es bien planteado en el sentido
de Hadamard (1902); sin embargo, no ocurre lo mismo para la
Ecuacién (15) porque existe una familia de soluciones no triviales
de esta en el semiespacio x3 > 0:

¥(x) = x3 grad g (x)
satisfaciendo la condicién de Dirichlet homogénea
17|¢\'3:0 = 0’

donde g(x) es un campo escalar arménico arbitrario en el semi-
espacio x3 > 0 con derivadas de primer orden que decaen lo sufi-
cientemente rdpido en el infinito.

El operador ?9,(.)¥d, es eliptico por ser la composicién de dos
operadores de Dirac, pero también carece de elipticidad fuerte,
aun cuando @ = y. Por ende, en general, el problema de Diri-
chlet para las funciones (@, y)-inframonogénicas también es mal
planteado. Se han podido construir funciones polinémicas (@, ¥)-
inframonogénicas con traza nula sobre dominios elipsoidales, in-
cumpliéndose asi un posible principio del médulo maximo para
este tipo de funciones (Alfonso et al., 2022a). Sin embargo, en
Moreno et al. (2023) se estudio el problema de Dirichlet para las
funciones (@, y)-inframonogénicas sobre la bola:

{ (pg),rfwaﬂle(o,l) =0,

17
flaso.1) =& an

y por medio de los isomorfismos construidos se pudo obtener
explicitamente la solucién. Si g € Lip(1 + o,dB(0,1)) y m es
impar entonces el problema (17) tiene una tnica solucién en
C*(B(0,1))NC(B(0,1)), la cual estd dada por la férmula:

f) =o'y [10 PR (P [Sygld) + P[Sy0g] <x>} ,

2
(18)
donde w es un nimero de Clifford invertible tal que ®w¢; = Y;®

para cada i = 1,2,...,m, Sy : YaaaWa — Yadasea, £ :ar—
k+1
Yo % [a]x y & denota a la integral de Poisson. La férmula

(18) puede ser aplicada con éxito para resolver (17) en cualquier
dimensién, excepto cuando m = 2k y [g]x # 0, excepto en este
caso especifico el operador Z no estd definido. Curiosamente, en
este caso la solucion al problema de Dirichlet deja de ser tnica
e incluso puede no existir. Note también que cuando la traza g
es asumida en C¥(9B(0,1)) con k > 2 entonces la solucién (18)

pertenece a la clase C¥~2(B(0,1)), lo cual revela una marcada di-
ferencia con el clasico problema de Dirichlet para las armoénicas,
cuya solucion mantiene el mismo grado de suavidad de la traza.
La pregunta si el problema de Dirichlet (17) tiene solucién para
toda funcién g € C¥(dB(0,1)) con k < 2 permanece abierta, pero
se conjetura que la respuesta es negativa.

El operador ?d,(.)¥d, tampoco mantiene invariante el espa-
cio de k-vectores y como consecuencia una funcién (@, y)-
inframonogénica puede poseer k-partes que no sean (@,y)-
inframonogénicas.

Ejemplo 5.1. Sea la funcion h: R™ — Ry, m > 2, definida co-
mo:
h(x) =23 + {3 +3 + x5+ x5 5+

2 2 2
+(B—m)x;_p+ x5 — X5 — Ax1XmE1 €.
Sean los conjuntos estructurales:
(P = {31,52, ""em—lvem}s
Y= {61,62,...,6,,,72,6,7,, emfl}~
Un cdlculo directo muestra lo siguiente:

99,h¥9x = PIx[26 +x] + 23+ (B—m)xg o gy — 3] YOx
— 99, [4x1xmerem) VO x
=44+ (=2)(m=3)+(-2)(3—m) +2e_1m — 2emem—1
— 4e%emem,1 —4epeener
=—4+4e,_1e,m+4emen_1+4
=0,
mientras que
9y [h)o"0x
= 0.2+ .3+ Bom)g, o+ — 2] Yox
=4+ (-2)(m=3)+(=2)(3—m)+2en_1€m
—2epen—1 = —4+4ey_1em #0,
P9y [h]2 Y0y = POy [—4x1xme1em] YOy = demen—1 +4 # 0.

5.1 Problema del salto

Segtin la férmula de Cauchy probada en Alfonso et al. (2022a), si
una solucién del problema de Dirichlet

{ ((pazfl@)ﬁ‘ﬂ =0,

flr=g 19

existe en la clase C2(Q)) NC!(Q)) entonces esta puede represen-
tarse por

1) = [ SOy 0Ky (y—0)dy+ 64 () (x). - @0)
donde
Gl () @)

- % UFK‘P(y—x)"(p(y) ()] (y,, —xy)dy

+,i1¢i (/rEl (y—x) [h(y)}dy> ll’i‘|

Revista Politécnica, Mayo - Julio 2025, Vol. 55, No. 2



José-Luis Serrano-Ricardo; Daniel Alfonso-Santiesteban; Ricardo Abreu-Blaya

50

es una transformada de tipo Cauchy (@, y)-inframonogénica. Sin
embargo, debido a la ausencia del principio del mdédulo méaximo,
otras soluciones en la clase C2(Q) NC(Q) pueden existir.

El problema de salto para las funciones (¢, y)-inframonogénicas
establece que:

99,u%d, =0 xeEQ UQ_,
ut(x) —u”(x) = g(x) sixeT, 1)
[¥0,] " (x) — [u¥d4] " (x) = g1(x) sixeTl,

u(e0) = (u¥dy)() =0,

donde g,g; € C*Y(T). Por las férmulas de Plemelj-Sokhotski y
el teorema de representacion integral probado en Alfonso et al.
(2022a) se arriba a que la funcién

uW) = [sWm WK G-I+ @)) @)
es una solucién de (21). La unicidad de tal solucién se garantiza
combinando los teoremas de Painleve y Liouville del Andlisis de
Clifford (Brackx et al., 1982). Siguiendo un procedimiento seme-
jante al realizado para las funciones (@, y)-arménicas, este pro-
blema de salto puede ser extendido para superficies d-sumables
con ayuda del teorema de extension de Whitney, una transforma-
da de tipo Teodorescu definida por

%tz‘j;ra (/’l)

-1 [ [ Koy =9I (3, ~ 2y )y

%o ([ Bl wi]

y ahora asumiendo que los saltos pertenezcan a Lip(1+ v,T’) con
v > %. Si g € Lip(1 4 v,T) entonces por un célculo directo se
obtiene que el problema del salto

?9,.u¥d, =0 xeQuUO_,
ut(x) —u (x) = g(x) sixeT, 23)
(¥, ] " (x) — [u¥04] ™ (x) = [g¥9,] (x) six€T,
u(o0) = (u¥dy)(e°) =0,
tiene una solucién dada por la férmula
u(x) = FW)ln (@) - Fy (070 (x), @4

donde I, denota la funcién indicadora del dominio ().
Lamentablemente, esta generalizacién provoca que el problema
también carezca de buen planteamiento en el sentido de Hada-
mard (Alfonso et al., 2022a). Los métodos tradicionales para el
problema de Riemann-Hilbert asociado a las funciones (@, y)-
inframonogénicas no son adecuados y factibles para su resolucion,
lo que hace que sea ampliamente més dificil que el antes estudia-
do para el operador ?9,¥d,(.). La dificultad radica esencialmente
en que se tiene que operar a la misma vez por diferentes lados de
la funcidn, a diferencia del caso (@, y)-arménico donde todo se
ajusta por la izquierda y el método tradicional funciona perfecta-
mente.

Revista Politécnica, Mayo -

6. OBSERVACIONES FINALES

Salvo en el caso de conjuntos estructurales equivalentes, los ope-
radores ?9,%0,(.) y ?d,(.)¥d, no cumplen necesariamente con la

propiedad de la invariancia sobre R(()I;)n del Laplaciano. No obs-
tante, una versién débil de esta propiedad puede ser obtenida uti-
lizando las partes par e impar de la funcién. Una funcién f es
(@, w)-arménica ((@, y)-inframonogénica) en () si y solo si su

parte par

fr=Y Ik
k—par
y su parte impar
=Y Ik
k—impar
son  también  funciones (@, y)-arménicas  ((@,y)-

inframonogénicas). El lector puede verificar este hecho en
los ejemplos presentados en las secciones 4 y 5. La prueba de la
anterior propiedad es evidente por las relaciones de conmutacién
siguientes:

[P0 Y0, f]+ = 70, Y0, [f+].

En este contexto, si F; es un campo k-vectorial, la accion del ope-
rador de Dirac sobre el campo estd dada por

[¢8£fwa£]i = (Paifiwai-

?0,F =99y Fy+ %9, \NF,

donde

1

(pai'Fk = (¢a£Fk - (_l)ka(pai) = [(Pang]kfls

N = 9

"’8£/\Fk = (¢8£Fk+ (_])ka(p(;Q = [¢8£Fk]k+1.

Por tanto,
"’8;”8&& = ¢8£~ l’lal/\Fk + ‘P8£A "’8£~Fk+9"8£- Wai-Fk
+ %9, ANYo, NF,
¢8£FkW8£ = (—1)"("’8[ lI’ai/\Fk — ‘Pai/\"’ai-Fk

k—vector

—99, -V, -F,+ %9, NYO N\F).

(k=2)—vector (k+2)—vector

En particular, para campos k-vectoriales (¢, y)-arménicos o
(@, y)-inframonogénicos se tiene que

99, -Y9, - Fy -0,

?0,Y0.Fy=0< < 99,-Yo, NF+%, ANV, -F, =0,
P9 ANVIy A Fy =0,

(Pal. V’8£ -F =0,

¢8£FkW8£:O<:> ‘Pal."’c?l/\ka‘Pal/\‘l’ang =0,
%9, ANVIy N Fy =0.

Como para cualquier conjunto estructural ) se tiene que
X9, %0, = —A,

entonces de las relaciones anteriores se obtiene que

AF; :O@"a&'xaﬁAFk+X8£Alal-Fk =0,
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y, ademds
xaiFk’@& = 0@’58&-"&&/\&{ —Xai/\m&-Fk =0.

Semejante a lo analizado con las ecuaciones (15) y (16), obser-
ve también que las anteriores relaciones son idénticas salvo un
signo. Estas descomposiciones permiten tratar de una manera fac-
tible los llamados d-problemas. La teoria clsica del d-problema
es muy conocida y aplicada (Krantz, 1982; Aizenberg & Yuzha-
kov, 1983). Por su valor tedrico y practico se ha estudiado y dis-
cutido en varias ramas de la ciencia (Colombo et al., 2012). En
particular, la naturaleza tridimensional de muchos problemas que
surgen en la Fisica Matematica e Ingenieria ha sido una fuerte mo-
tivacion para considerar diferentes generalizaciones (Porter et al.,
1993, 1994; Bory & Pérez, 2019). Sugerimos al lector revisar los
trabajos de Alfonso (2024) y Serrano et al. (2021) que abordan los
d-problemas para los operadores %0, (.)¥d, y ?9,¥d,(.).

En Alfonso et al. (2023) se estudiaron problemas de frontera bien
planteados para la ecuacién de Laplace y la ecuacion séndwich es-
tandar. Estos problemas generalizan a los estudiados por Dzhuraev
(1992). Las condiciones de frontera de estos problemas provocan
el buen planteamiento en el sentido de Hadamard. Dichas restric-
ciones estaban conformadas por una condicién de tipo Dirichlet
junto con otra de tipo Neumann. En la dltima seccién de Alfon-
so et al. (2023) se analizaron los problemas mas generales donde
intervenian los operadores %9, Y0, (.) y ?0.(.)¥d, sobre campos k-
vectoriales. Los problemas se enfocaban en determinar un campo
k-vectorial Fy(x) € C*(Q) NC'(Q)) que solucionara cualesquiera
de las ecuaciones:

99, VO NF £ AV, Fy = fin  fi € C(QLRY)Y,

0,m

sujeto al par de condiciones de frontera siguientes:

(ny ANF)laq =0,
(Y9x-Fi)lan =0,

o bien,

(ny - Fi)laa =0,
(Yo AFi)loa =0.

Sin embargo, debido a que en general el problema de frontera si-
guiente

((pai/\Fk)‘Q - 0’

(W&i. Fk) |Q - 07

Filaa =0,
puede tener soluciones no triviales en () para cuando los conjuntos
estructurales sean no equivalentes, entonces siguiendo la metodo-
logia aplicada por Alfonso et al. (2023), se implica el mal plantea-
miento de los problemas asociados a los operadores estudiados:
%9,¥9,(.) y ?d,(.)¥0,. Es llamativo cémo el uso de bases orto-
normales arbitrarias causa diferencias inherentes con respecto al
enfoque estandar. Este hecho abre el camino para futuras investi-
gaciones dentro de la teoria de funciones y-hiperholomorfas.

7. DISCUSION DE RESULTADOS

Las algebras de Clifford proveen un lenguaje unificador que per-
mite extender nociones y resultados importantes del andlisis com-
plejo a espacios multidimensionales. La factorizacion del Lapla-
ciano por medio del operador de Dirac, construido sobre una base

ortonormal del espacio euclideo IR™, es un hecho de vital impor-
tancia que constituye un puente entre el Andlisis de Clifford y el
mds tradicional Andlisis Armonico. La consideracién de conjun-
tos estructurales, en lugar de la base estandar de IR™, abre nuevas
lineas de investigacion en temas de importancia propia como las
descomposiciones de Fischer, teoria de las supersimetrias, con-
juntos de unicidad e invariancia de operadores. Las clases de fun-
ciones (@, y)-arménicas y (@, y)-inframonogénicas representan
auténticas generalizaciones de las funciones arménicas y consti-
tuyen subclases no triviales de las funciones biarmoénicas. Se ha
logrado resolver en forma analitica el problema de contorno de
tipo Riemann-Hilbert para estas clases de funciones biarmoénicas.
En futuras investigaciones, se pretende obtener condiciones su-
ficientes que garanticen la unicidad de las soluciones de dichos
problemas, estudiados bajo hipétesis geométricas muy generales
para las fronteras de los dominios, incluyendo el caso general de
fronteras fractales.

8. CONCLUSIONES

El alto grado de flexibilidad que supone la consideracién de con-
juntos estructurales arbitrarios en las ecuaciones (3) y (4) permite
agrupar, de una manera refinada, una amplia gama de sistemas
de ecuaciones en derivadas parciales que tienen una estrecha re-
lacion con la ecuacién de Laplace. Aunque estructuralmente dife-
rentes a las arménicas, las funciones (@, y)-arménicas y (@, y)-
inframonogénicas comparten pequefios rasgos de semejanza en al-
gunos aspectos especificos como la biarmonicidad y la regularidad
en el dominio. El estudio de nuevos problemas de frontera ayuda-
r4 a comprender aiin més a estos tipos de funciones y asi descubrir
otras semejanzas y diferencias con el caso armoénico.
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