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Resumen: Se expone una nueva invariante de tipo probabilistico denominada Certeza Maxima(X,,4,) maximizando
el funcional Certeza(X) mediante calculo variacional, equivalente al principio desarrollado por Euler-Lagrange en el
campo deterministico conocido como Minima Accién. Su aparicion surge de manera natural al considerar la
conservacion de la Informacion que recibe y entrega un sistema probabilistico. El Invariante X,,,,, asociado a una
variable aleatoria continua T, equilibra la funciéon de Conocimiento C(t); propia de cada funcion de densidad
probabilistica f(t);ax Y 12 funcién de Informacion I1(t) = —In(f(t)mas)- Se inicia demostrando R,,,, para la
funcién de distribucion acumulada exponencial truncada y se amplia como principio para otras familias de
distribuciones de probabilidad, tanto continuas como discretas, tanto acotadas como no acotadas. Cuando la variable
aleatoria t tiene unidad de tiempo truncada en DT, la funcién de distribucion acumulada P (t),,., Obtenida es la curva
en el tiempo mas probable entre todas las posibles. La modelacién de patrones de tormentas estocasticos en Quito-
Ecuador mediante la Distribucion Exponencial Cuadréatica Truncada (con parametro g=9,8) se presenta como ejemplo
de uso, entre otros.

Palabras clave: Certeza Maxima, Distribucién Truncada, Invarianza, Minima Accién, Tormentas en Quito, MIT-Q

Maximum Certainty Principle (X,,,4x)
Theoretical Analysis of a New Probabilistic Invariant with
Applications in the Study of Rainstorms in Quito-Ecuador

Abstract: A new probabilistic invariant named Maximum Certainty (X,,,4.) iS exposed finding the extremum of the
Functional Certainty (X) with variational calculus, equivalent to the principle developed by Euler-Lagrange in the
deterministic field known as Least Action. Its emergence comes naturally when regard the conservation of the
Information received and delivered by a probabilistic system. The invariant X,,,,, associated to a random variable T,
balances the Knowledge function C(t); of each probabilistic density function f(t),,4., and Information function:
I(t) = —In(f () ;max)- It Starts by proving X,,,, for the truncated exponential cumulative distribution function and
is extended as a principle to other probability distribution families, both continuous and discrete both bounded and
unbounded. When the random variable T has units of time, truncated in DT, the cumulative distribution function
P(t),q, Obtained is the most probable time curve among all the possible ones. The modeling of stochastic storm
patterns in Quito-Ecuador through the Truncated Quadratic Exponential Distribution (with parameter g=9.8) is given
as an example of application, among others.

Keywords: Maximum Certainty, Truncated Distribution, Invariance, Least action, Storms in Quito, MIT-Q

1. INTRODUCCION

Las leyes de conservacién como la de energia, la de cantidad
de movimiento o la de carga eléctrica, son piedras angulares
en la fisica moderna, son verdaderas “super leyes” que
garantizan se conservaran ciertas magnitudes fisicas propias
del sistema (Lévy-Leblond, 2002). A la luz del paso del
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tiempo, la ciencia ha encontrado una manera mas profunda y
bella de formular leyes fundamentales de la fisica mediante el
uso de principios de minimo y en especial el principio de
minima accion (Feynman et al., 2010).

Landau y Lifshitz (1994) indican que la formulacién mas
general de la ley del movimiento de los sistemas mecanicos es

Revista Politécnica, Noviembre 2023 — Enero 2024, Vol. 52, No. 2


https://doi.org/10.33333/rp.vol52n2.05
https://doi.org/10.33333/rp.vol52n2.05
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://orcid.org/0000-0001-6665-7257

Franklin Beltran 48

el principio de minima accién (o principio de Hamilton).
Segun este principio, todo sistema mecanico esta caracterizado
por una funcidn Lagrangiana L dependiente de sus
coordenadas y velocidades generalizadas. En los instantes t; y
t,, el sistema se mueve entre dos posiciones dadas de manera

. t . .
que la integral ftlzLdt, denominada accién, toma el menor

valor posible. El principio de Hamilton expresa que el
verdadero movimiento de una particula se presenta en un punto
estacionario de un Funcional dentro de un conjunto de todos
los posibles recorridos que inician en un punto al instante ¢, y
termina en otro al instante t, (Berdichevsky, 2009).

Entre lo observado, no deja de inquietar la falta de un principio
subyacente que explique una conducta conservativa de tipo
probabilistico de fendmenos naturales a toda escala. ¢ Es acaso
posible encontrar un principio fundamental de conservacién en
el campo probabilistico similar al Principio de Minima Accién
(PmA)? La pregunta surge en busca de interpretar el
importante ajuste observado en la modelacion de patrones
temporales de eventos individuales de tormentas de lluvia en
Quito-Ecuador. El analisis de registros de tormentas identifico
patrones temporales de naturaleza aleatoria que mantienen un
orden emergente precoz, donde las maximas intensidades de
[luvia se presentan preferentemente en sus primeros episodios.
El modelo MIT-Q se construy6 para simular la representacion
espacial y temporal de las lluvias sumando la lamina de
precipitacion de celdas estocésticas individuales sobre un area
de 1600 km? (Beltran, 2021). Los patrones temporales de este
fenémeno natural se simularon partiendo de una funcién
exponencial continua y truncada en DT dividida en m trozos
iguales, a cada trozo se lo trata como un evento probabilistico
sin reemplazo donde el orden de presentacién en el tiempo
obtenido; denominado arreglo, es de tipo exponencial
truncado. En el experimento estadistico, la expresion “evento
sin reemplazo o sin reingreso” es equivalente a representar una
conducta disipativa del fendmeno fisico, mediante una
sucesion de eventos que una vez presentados no vuelven a
repetirse dentro del tiempo de vida DT (Beltran, 2017; 2019).
Similar conducta se puede observar en otros fendmenos
naturales tempranamente intensos o precoces como terremotos
(Cosentino et al., 1977) o en deslizamientos (Thingbaijam y
Mai, 2016).

En la modelacion del fenémeno natural, el conjunto de los
arreglos de naturaleza aleatoria contiene un maximo probable
entre todos los posibles. Esta caracteristica es semejante a la
conducta de un Funcional en el campo continuo en cuyo punto
estacionario la funcion asociada es extrema sobre todas las
trayectorias posibles. Identificar la preferente precocidad de
los eventos més intensos de lluvia dentro de un arreglo motivd
la bisqueda intuitiva de un principio superior, que deberia ser
representado con un Funcional equivalente al PmA del campo
determinista, que aplicado al campo probabilistico es mas
adecuado denominarlo Principio de Certeza Méaxima (PCM).

En busqueda del PCM, un obligado campo de andlisis es la
teoria de la Entropia y sus partes esenciales a) La Entropia de
Shannon y b) El Principio de Mé&xima Entropia.

Shannon (1948) formuld el concepto de Entropia como una
medida de informacion o incertidumbre. La incertidumbre
sobre la ocurrencia de un evento aleatorio estd asociada al
conjunto de los posibles valores de la variable aleatoria. La
informacidn se obtiene experimentando el evento aleatorio. Si
un evento es muy recurrente, transmite poca informacion.
Complementariamente, se requiere mas informacion para
describir eventos menos probables o mas inciertos. La
informacion que emerge como resultado de la ocurrencia de un
evento con probabilidad p es —log(p). Este concepto puede
ser extendido a N eventos ocurriendo con probabilidad p,,
P2,-... py. La informacion que emerge por la ocurrencia
conjunta de los N eventos es YN, logp; y la informacion
promedio, conocida como Entropia de Shannon, es H =

XX pi - logp; (Vijay, 2014).

Seguido, Jaynes (1957) establece el Principio de Maxima
Entropia (PME) para tratar problemas que analizan la
prediccion. Dada una variable aleatoria T, donde se dispone de
algln tipo de informacion, la distribucion de probabilidad
escogida deberia ser consistente con la informacion
disponible. ElI PME establece que la distribucion de
probabilidad deberia ser seleccionada de tal manera que
maximice la entropia relacionada con la informacién dada.
Intuitivamente las distribuciones de mas alta entropia
representan mas desorden, son menos predecibles y asumen
menos (Vijay, 2014). La maximizacion de la entropia no es
una aplicacion de una ley de la fisica, es simplemente un
método de razonamiento que asegura que no se han
introducido supuestos arbitrarios inconscientes (Jaynes, 1957).

El anélisis de estos dos importantes principios; PmA y PME,
ha dejado espacio para el planteamiento del PCM. Se inicia
examinando el concepto de Funcional y especificamente el
Funcional Exponencial Truncado identificado en el estudio de
tormentas en Quito.

2. FUNCIONAL EXPONENCIAL TRUNCADO

Para llegar al Funcional Exponencial Truncado (FET)
utilizado en el estudio de tormentas es necesario observar las
cualidades de la distribucién exponencial, tanto en el campo
continuo como en el discreto.

2.1.  Funcion de Distribucion Acumulada Exponencial

Se dice que una variable aleatoria continua T es exponencial si
su funcién de densidad de probabilidad (FDP) es (Ross, 2010):

_(A-e At t=0
ro=|; 20 (1)
La funcidn de distribucion acumulada (FDA) es:

F)=P{T<tl=1-e* t>201>0 (2)

La FDP exponencial es una funcién probabilistica que cumple
la Ecuacidn 3:
@& _
f©®

—2 3)
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Lévy-Leblond (2002) expresa que lo especifico de este tipo de
ecuaciones diferenciales es que enuncian una relacion
invariable entre cantidades variables y definen lo que cambia
en funcién de lo que no cambia. No puede dejarse sin
mencionar la similitud, en su respectivo ambito, con las leyes
de conservacion.

2.2.  Funcion de Distribucién Exponencial Truncada
2.2.1. Analisis Continuo

La nueva variable aleatoria T representa la duracién o el
tiempo de vida truncada en DT. El valor de la nueva
probabilidad se calcula partiendo de la Ecuacién 2. Su
resultado corresponde a la funcion de distribucion exponencial
truncadaen DT,con 1 >0y 0 <t < DT.
1—e*t

FT|DT(t)=P{TSt|TSDT}=m (4-)
En la Ecuacion 5 y Figura 1 se presentan la FDP exponencial
truncada en DT obtenida al derivar la Ecuacion 4.

le=*t
frior(@®) ={7 —g=aor 0=t =DT (5)
0 t<o0

El valor de la funcion de densidad inicial £, y final f; del
periodo DT son iguales a:
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.f(}
:':
2
=
fr
Tiempol(t) DT
Figura 1. Funcion de densidad exponencial truncada
—A-DT
Sea: K=em (10)
pU<nll< 1-K" K'+K2?+.-+K"
T<nll=m) = = iy ki K™
Al denominador se lo nombra K, :
m
K, = Z Kt (11)
i=1
K' K? K™
PIsn|Ism)=—+—++— 12
o ) U<l <m) =gt gt ot i (12)
fO - 1— e—ﬂ.'DT ( )
A e—l-DT
fr= 1 — g—ADT (7

2.2.2. Analisis Discreto

Una variable aleatoria es discreta si los elementos del conjunto
de valores posibles pueden ser enumerados sin repeticién en
una secuencia indexada de nimeros enteros. En el caso del
tiempo, éste se mide de manera continua y es concebible que
la variable aleatoria asuma cualquier valor en el intervalo de
estudio. Para conseguir que la variable aleatoria sea discreta,
se divide DT en m intervalos At de igual magnitud, donde m
es un nimero entero:

_or
=7 (8

Y el intervalo de tiempo t, expresado de manera discreta
como:

At

DT
ta=n F C)]

La variable aleatoria discreta I representa la jerarquia de la
propiedad fisica dentro del arreglo, por ejemplo: La mas
intensa, el mas fuerte, el mas veloz, el mas probable (I = 1).

La Ecuacién 9 se reemplaza en la Ecuacion 4 y se obtiene:

—A-DT'n
l—e m

Para calcular la probabilidad del n-ésimo evento, se resta la
probabilidad del evento con orden menor o igual a n, de la
probabilidad del evento con orden menor o igual a n-1.

P,=PU=nll<m)=PU<nlI<m)—PU<n-1|I<m)

Kl KZ K" Kl KZ Kn—l
P=—t——g | = ——x...
n (Ka + K, + e+ Ka) (Ka + K, + e+ K, )

n
o~ ADT

P, = (13)

n
m —A-DT—
n=1€ mn

P, es la probabilidad que el n-ésimo evento mas intenso o el
maés fuerte o de mayor jerarquia sea el primero

2.3. Funcional Exponencial Truncado Discreto

Los eventos siguen una linea en el tiempo, el orden de
presentacion de la variable aleatoria exponencial I variara
segun su jerarquia. En caso de dos eventos seguidos, se puede
presentar el arreglo (1,2) o el arreglo (2,1). En el primer caso,
el evento de mayor probabilidad aparece al inicio dejando al
evento menos probable al final. En el segundo caso, al inicio
se presenta el evento con menor probabilidad y al final el de
mayor probabilidad. No se admite el arreglo (1,1) por tratarse
de eventos sin reemplazo. De la presentacion preferente en el
tiempo de los posibles arreglos surgen los denominados
“Patrones Temporales”.
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Los fendmenos naturales que se pueden simular con esta
conducta son aquellos donde se disipa alguna propiedad como
la energia, la temperatura o la informacion.

La probabilidad conjunta de un arreglo de m valores se puede
calcular a partir de la probabilidad a priori B, asignadaal inicio
a cada uno de los eventos y, simular la manifestacion de los
eventos uno tras otro en el tiempo. La probabilidad a posteriori
para el segundo evento aumenta segin el siguiente
procedimiento:

Pi+P,+P;+-+P,=1
Después de presentarse el evento n = 1 con probabilidad P;,
la probabilidad remanente es 1 — P;.
Py+Py+ P+ +P,=1-P,

La nueva probabilidad del evento n = 2 se puede calcular
con:

Py+Ps+ P+ +Py

=1
1-P,
P, P, P, P,
=1
1—P1+1—P1+1—P1+ +1—P1
. P; . ..
El primer elemento - i representa la probabilidad condicional
-

que se presente el evento I = 2 conociendo de antemano que
se ha presentado el evento I = 1.

Para un tercer evento en el tiempo, la expresion:
Py
1 - P1 - Pz

Representa la probabilidad del evento I = 3 conociendo de
antemano que se ha presentado el evento/ = 1el = 2.

La aparicién de un evento aumenta la probabilidad de los
eventos restantes o, en otras palabras, la probabilidad a
posteriori de los eventos restantes aumenta con el tiempo.

Una vez terminados los m eventos, la probabilidad del arreglo
final dependera de su ordenamiento. Dentro de las leyes de
probabilidad se utiliza la regla de la multiplicacion
P[A;NA,] = P[A,]-P[A,|A;] aplicable a  eventos
independientes o dependientes (Milton, 2005). La
probabilidad del arreglo total seré igual a la multiplicacion de
la probabilidad a posteriori de cada evento.

Py P3 Pn

P.=P, - . —
Tt 1-p1-P—P, 1-Y7'P

(14)

En arreglos aleatorios discretos truncados para conocer: ;Qué
puede presentarse en el futuro? se debe registrar, con algin
tipo de memoria, lo presentado en el pasado.

Ejemplo 1:

En una tormenta de duracion DT =1,0h y 1= 2,08
compuesto por 4 eventos de lluvia. Determinar la probabilidad
conjunta del patron temporal, suponiendo que el evento mas
intenso se presentaena)n =1b) n=2c)n=3yd)n=4.

Tabla 1. Probabilidad de Arreglo Temporal

P, P3

N | P, 1P, 1-P,—P, Prob.
1 1 2 3 4 0463 0513 0,627 0,1491
2 1 2 4 3 0463 0513 0,373 0,0887
3 1 3 2 4 0463 0305 0,739 0,1045
4 1 3 4 2 0463 0,305 0,261 0,0369
5 1 4 2 3 0463 0,181 0,627 0,0527
6 1 4 3 2 0463 0181 0,373 0,0314
7 2 1 3 4 0275 0639 0,627 0,1105
8 2 1 4 3 10275 0,639 0,373 0,0657
9 2 3 1 4 0275 0226 0,826 0,0515
10 2 3 4 1 0275 0226 0,174 0,0108
1 2 4 1 3 0275 0134 0,739 0,0274
12 2 4 3 1 0275 0134 0,261 0,0097
13 3 1 2 4 0164 0554 0,739 0,0671
14 3 1 4 2 0164 0554 0,261 0,0237
15 3 2 1 4 0164 0329 0,826 0,0446
16 3 2 4 1 01164 0,329 0,174 0,0094
17 3 4 1 2 01164 0,116 0,627 0,0120
18 3 4 2 1 0164 0,116 0,373 0,0071
9 4 1 2 3 0097 0513 0,627 0,0314
20 4 1 3 2 0,097 0513 0,373 0,0186
217 4 2 1 3 0,097 0305 0,739 0,0220
22 4 2 3 1 0,097 0305 0,261 0,0078
23 4 3 1 2 0,097 0181 0,627 0,0111
24 4 3 2 1 0,097 0181 0,373 0,0066

Total. - 1,0000

El espacio muestral de los posibles arreglos conformados por
4 eventos tiene 24 elementos (m=4/). De la Ecuacion 10 y la
Ecuacion 11:

DT 10
K=e*m=¢ %27 = 0,595

1-K™

_1-0,595*
1-K

~1-10,595

K, = -0,595 = 1,284

La probabilidad a priori P, se obtiene con la Ecuacién 13:

K?! K?

Pl = K—a = 0,463 PZ = K_a = 0,275
K3 K*

P3 = K—a = 0,164 P4 = K_a = 0,097

La probabilidad de cada arreglo calculada con la Ecuacion 14
se indica en la Tabla 1. El mas probable con 14,91% es el
arreglo (1,2,3,4), seguido el arreglo (2,1,3,4) con 11,05%, en
tercer lugar, con 10,45% el arreglo (1,3,2,4) etc. EI menos
probable es el arreglo (4,3,2,1) con 0,66%. Este Ultimo es 22,6
veces menos probable que el arreglo mas probable (1,2,3,4).
La probabilidad de todos los arreglos suma uno.

Cabe una reflexion al borde del campo determinista. En el
Ejemplo 1, si A = 32, la probabilidad del arreglo (1,2,3,4) es
99,9% y a la vez 7,02E+20 veces més probable que el arreglo
(4,3,2,1). Esto asemeja los resultados de una medicién de una
variable fisica en un experimento determinista, donde sus
mediciones siempre reflejan un error marginal entre el valor
medido y el valor medio. En este escenario pseudo-
determinista el arreglo (1,2,3,4) es la norma invariante, el
arreglo (4,3,2,1) es valido, pero tendria una probabilidad
practicamente nula (1,42E-21), que de presentarse se
consideraria como una eventualidad poco probable, pero
ciertamente posible. Complementariamente, si A =0 la
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probabilidad de cada uno de los 24 arreglos es igual a 1/24
expresando una conducta totalmente aleatoria e
indeterminada.

La Figura 2 indica los patrones temporales. En cada caso se
incluye la probabilidad acumulada del conjunto de los
arreglos. Los arreglos cuyo primer elemento es el evento con
mayor jerarquia o mas intenso (I = 1) son los mas probables
con 46,3% (Figura 2a). El 31,7% de probabilidad corresponde
a los arreglos cuyo evento mas intenso esta en segundo lugar
(I = 2) (Figura 2b). El 16,8% corresponde a los arreglos
donde el evento mas intenso aparece en tercer lugar (Figura
2c) vy, finalmente un marginal 5,1% corresponden a los
arreglos donde el evento mas probable aparece al final de la
duracion de vida DT (I = 4) (Figura 2d).

Cada arreglo o recorrido en el tiempo tiene su propia
probabilidad de presentarse. Los recorridos con tendencia
hacia el limite superior son mucho mas probables que aquellos
con tendencia al limite inferior. El espacio muestral de los
arreglos temporales indicado en la Figura 2 estd conformado
por todos los caminos posibles que estan acotados
superiormente por la FDP de la Ecuacién 4 con A positivo e
inferiormente con A negativo. La envolvente continua superior
es Optima, por optima se entiende como aquella funcion
continua a trozos mas probable entre todas las posibles. Lo
contrario sucede con la envolvente inferior que sera la menos
probable entre todas las posibles. Esta es una forma gréfica de
representar los patrones temporales preferentes, que pueden
representar fendmenos naturales donde se presenta disipacion
de una cantidad fisica caracterizados por ser tempranamente
intensos o precoces. Los fendmenos naturales intensos por
modelar tendrdn como valor caracteristico A, mientras mas
bajo mas aleatorio y dificil de predecir, en tanto, mientras mas
alto més facil serd expresar su conducta con alguna funcién
determinista, debido a que su conducta seré recurrente o lamas
probable entre todas las posibles. De ahi que lo observado se
adapta al conocido PmA.

El Funcional Exponencial Truncado (FET) representa, no uno
sino todos los m arreglos permutados (continuos a trozos) de
la funcidn exponenciales truncada continua. Para averiguar su
naturaleza, se debe iniciar por el concepto de Funcional.

Una Funcional asigna funciones y(x) a escalares. Si a toda
funcién y(x) de una cierta clase M le corresponde, segin una
regla, un nimero determinado S se dice que en la clase M esta
definida la funcional S y se escribe S = S(y(x)) (Krasnov et
al., 1992).

Se probara que la distribucion probabilistica exponencial de la
Ecuacion 4, emerge al maximizar un Funcional de la forma:
DT
S(P®) =f L(t,P(t),P(t))dt (15)
0
Donde el dominio de S es un espacio de funciones P(t),
siendo f(t) = P(t)’ una funcién de densidady 0 <t < DT.
Por razones de economia se utilizara el simbolo P(t) para

representar la probabilidad P(T < ¢|T < DT). A la funcién £
se le conoce como Lagrangiano.
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Figura 2. Patrdn temporal mas intenso en a) n=1 b) n=2 c¢) n=3 d) n=4
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Euler en el afio 1744, publico su libro “Método para encontrar
curvas con propiedades maximas y minimas” donde establece
la condicién necesaria para que el funcional de la clase
indicada en la Ecuacion 15 alcance su valor extremo. Entre
1760 y 1761 Lagrange profundizoé “Un nuevo método para
determinar los méximos y los minimos de formulas integrales”
(Kreyszig, 1994), y lleg6 a la misma conclusion que Euler con
coordenadas generalizadas. Por este motivo la Ecuacion 16 es
conocida como la ecuacion Euler-Lagrange (Anzaldo et al.,
2007).

dL d dL
( (16)

aP—(t)_E GP—(t)’>_0 vt €[0,DT]
En el campo determinista de la mecanica de particulas, el
principio de Accion Minima o Principio de Hamilton asocia un
funcional especifico S con las posibles trayectorias de la
particula. Enunciar la ley del movimiento de una particula
significa extremalizar el funcional S (Anzaldo et al., 2007).
Las leyes de movimiento de las particulas, entre todas las
trayectorias posibles escogen aquellas donde la Accion o
Integral de Accion es la minima posible.

Para el caso de una variable aleatoria exponencial truncada, la
accion identificada, denominada Certeza X es:

DT
&(P(H)) = fo FO{=At —Inf(t)}dt (17)

Donde Ay DT son >0y f(t) es una funcion de densidad
probabilistica:

DT
f fHde=1 (18)
0
2.3.1 Demostracion por Ecuacion de Euler-Lagrange
El Lagrangiano de la Ecuacion 17 es:
L(t,P(0),f(®)) = fF(){-At = Inf(6)} (19)

Siendo el Lagrangiano explicitamente independiente de P(t),
la ecuacion de Euler-Lagrange se reduce a:

d ( daL )_ 0 20

dt\of) /)~ 20)

Aplicado al Lagrangiano de la Ecuacion 19:
oL At —1—Inf(t) (21)

=—-At—-1-1In

af (©)

Debido a que la derivada de % respecto al tiempo es igual a
cero, la 30, esuna constante. Por lo que, de la Ecuacion

21 se concluye:

—At — Inf () max = Constante (22)
La Certeza Maxima de la Ecuacion 17 es:

DT
Rnax = j F O max{=At — In f(t)1max)dt
0

Debido a que la cantidad en corchetes es independiente del
tiempo y por la Ecuacion 22:

DT
Nma.x = {_lt - lnf(t)max}f f(t)maxdt
0
Por la Ecuacion 18:

Nmalx =—At— lnf(t)max (23)

La Certeza Maxima de la Ecuacién 23 es la suma de dos
cantidades que pese a variar en el tiempo, suman una
constante. En otras palabras X,,,,, €S un invariante temporal.

Para obtener la FDP que maximiza la Certeza basta con
despejar f(t)nqx de la Ecuacion 23:

f(Omax = € Smax - 073t 24)

Para obtener el valor X,,,, se reemplaza la Ecuacion 24 en la
restriccion de la Ecuacion 18.

DT
f e Nmax . =t =1
0

i (1 = Z—A-DT) =

Rnax =

Por la Ecuacion 6:

Rinax = — In(f5)

Al reemplazar la Ecuacion 25 en la Ecuacion 24 se obtiene
finalmente la funcién de densidad exponencial truncada en el
campo continuo que maximiza la Certeza.

Ae—l-t

fOmax = 777 (26)
Y su correspondiente funcion de probabilidad:
1—e 2t
P(t)max = PP (27)

La funcion P(t),,.. Obtenida es la distribucion de
probabilistica exponencial truncada de la Ecuacion 4.

Por otro lado, la funcidn que minimiza la Certeza se obtiene a
partir de la Ecuacién 23 aceptando que el tiempo avanza desde
el futuro hacia el presente, que se consigue al cambiar la
variable truncada t por DT — t:

Rpin = —ADT —t) — In f () in
Que cumple con:

(28)

Ronin = Nnax (29)

Para obtener f(t),n Se utiliza un procedimiento similar al
seguido para obtener f(t)max:

—lett
f®min = 1= oiDT (30)
Y su correspondiente funcién de probabilidad:
1—ett
P()min = 1 oiDT (31)
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Figura 3. FDA exponencial (DT = 1h, A =9,8)

La Figura 3 presenta las FDA exponencial truncada P (t);qx
Y P(t)min CON Maxima y minima certeza, respectivamente.

El principio de Minima Acci6n aplicado al campo
probabilistico entrega una distribucién de probabilidad
P(t)mar que tiene la certeza méxima para el conocimiento
disponible.

3. EQUILIBRIO PROBABILISTICO

Aungue se ha determinado el origen de las conductas
probabilisticas exponenciales, conocer la accion de la
Ecuacion 17 no es suficiente para entender el origen Gltimo de
este tipo de conductas, se propone de aqui en adelante una
metodologia nueva, que permite dar una interpretacion fisica
méas adecuada no solo para la distribucion exponencial
truncada sino también para otras, como la distribucion
Uniforme, Normal, Weibull, Gamma y otras mas.

Se realiza una analogia con el equilibrio en un cuerpo libre,
algo que es muy comun en el estudio de estética en ingenieria,
donde la sumatoria de las fuerzas en estado de equilibrio es
igual a cero. En el presente caso, la sumatoria de la
informacion seré igual a cero y se utilizara conceptos analogos
tales como: Certeza o certidumbre, sorpresa, conocimiento e
informacion, muy comunes a la vida cotidiana para expresar la
conducta matematica.

El procedimiento realizado para encontrar la funcién de
densidad de probabilidad exponencial truncada puede
generalizarse para otras densidades de probabilidad. Para
obtenerlo se propone las siguientes definiciones necesarias,
que incluye el enunciado formal de la definicion de
Informacion.

1. Al presentarse un evento aleatorio en un tiempo continuo,
la Informacién recibida o ganada es -Inf (t).

La definicion formal de Informacion en el campo discreto
expresa que siendo T un suceso que puede presentarse con
probabilidad P(T), cuando T tiene lugar, se ha recibido o
ganado I(T) = —logP(T) unidades de informacién
(Abramson, 1981). Para el presente estudio en variables
continuas, de manera analoga, se utiliza el valor —Inf(t),
el signo negativo expresa que la informacion ingresa al
sistema. f(t) es la funcion de densidad probabilistica.

2. En todo instante truncado 0 <t < DT existe una
informacién previa relativa al mismo conjunto de
informacion, a la que se denomina Conocimiento C(t).
C(t) es una cantidad que suma dos funciones mondtonas;
la Experiencia E(t) y la Creencia Cr(t). La Experiencia se
acumula con el tiempo y se caracteriza por E(0) = 0, en
tanto, Cr(0) puede tomar cualquier valor de {—o, 0}, En
la distribucion exponencial E(t) = —A-t y Cr(t) = 0.

ConocimientoC(t) = E(t) + Cr(t)

3. Al presentarse un evento aleatorio, la informacion
resultante estd en equilibrio cuando la suma de la
informacion que el sistema recibe y la que entrega es igual
a cero. Se entiende que el sistema no es aislado y puede
intercambiar informacion con el exterior.

Z Informacion = 0 (32)
vt

La Certeza Maxima X,,,, s una medida de informacion,
invariante en el tiempo, suma la Informacion recibida por el
sistema al presentarse el evento y la informacién acumulada
en el pasado, denominada Conocimiento. El sistema recibe
informacion temporal variante y entrega informacion
invariante. Ver Figura 4ay 4b.

a)
Informacién I(t)=-In( f(t)max ) —1 Nmax
Sistema ———
Conocimiento C(t) —# Certeza Mdaxima
Ronax — CO-I1(t)=0
Ropax = C(0) +1(¢)
Ronax = c)— ln(f(t)max) (33)
b)
Informacién I(t)=-In( f(),,;,, ) —m] N nin

Sistema ———

Conocimiento C(DT-t) —# Certeza Minima

R — C(DT —t) —1() = 0
Rim = C(DT — ) +1(t)

Rpin = C(DT —t) — In(f () min) (34)

Figura 4. a) Certeza Maxima b) Certeza Minima
Se define a la Sorpresa como la diferencia entre el
Conocimiento y la Informacion.
Sor(t) = C(¢t) — I(¢) (35)

En t igual a cero, la Sorpresa recibida al presentarse el evento
aleatorio es la més alta. La Sorpresa disminuye conforme el
tiempo transcurre. Es analogo a un nifio que al recibir una
informacion su sorpresa es alta, en caso de una persona
experimentada la misma informacion crea poca sorpresa.

Al despejar f(t)mqr de la Ecuacion 33 se obtiene:

f(t)max = eRmax_C(t)
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Finalmente, con la restriccion de la Ecuacion 18 se puede
demostrar:

o€
f (O max = m (36)
fotec(‘)dt

[PTec gt

La Ecuacion 36 y la Ecuacion 37 son Unicamente dependientes
de la funcion Conocimiento y del intervalo de integracion.

El Conocimiento C(t) = —A-t y la Informacién I(t) de la
FDP exponencial truncada de la Ecuacion 36 se indica en la
Figura 5.

Por otro lado, para obtener la FDP con certeza minima, se
despeja f (t)nin de la Ecuacion 34:

f®min = e~ Nmin+C(OT—0)

Y por lo tanto con la restriccién de la Ecuacion 18 se obtiene:

eC(DT—t)
f@min = W (38)
La FDA que produce la minima certeza es:
fot eCOT=0) g4
P()min = 39)

fODT eCOOT-t) gt

4. APLICACIONES DEL PCM
4.1. Distribuciones Probabilisticas Continuas

La Tabla 2 recopila la funcion Conocimiento relacionada con
funciones de densidad de tipo exponencial de la estadistica
inferencial, ademas se incluye el valor de la Certeza Maxima.

La Distribucién Exponencial Truncada Cuadratica (Ecuacion
40y Ecuacidn 41) se utilizo en el estudio espacio-temporal de
tormentas en Quito-Ecuador (Beltran, 2019).
22e (1 — eHt)
(1 — e=4DT)?

1—et \?
P(O)imax = (m )

En la distribucion Erlang n es elemento de los ndmeros
naturales positivos (Z*). Se observo que la Distribucion Quito-
Truncada (Ecuacion 42 y Ecuacion 43), equivalente a una
distribucion Erlang truncada con n =2, se puede utilizar
como alternativa en la modelacion de tormentas.

A2te=At
1— (DT + L)e-*0T

f®max = (40)

(41

f®max = (42)

1— (A t+1)e
1— (A DT + 1)e—ADT

P(O)max = (43)

Para la distribucion Gamma, la conocida funcion Gamma I'(«)
paraa > Oes: ['(a) = [" t*Le~tdt = (@ — 1)!

—~
o

= —In(fmax(t)) .

Informacién
N e

0=

~~e 3
5 -,-"‘-..1)’_'_: 04 ?‘ier?zf]gio 0.8 or :] 1
h"‘-‘ \ A
4 “s,___\ Nmm‘ - _']”(m)
6 e
8 R
0 C(t) = =i~~~

Figura 5. FDP Exponencial truncada obtenido con PCM (DT = 1,4 = 9,8)

Tabla 2. Conocimiento C(t) = E(t) + Cr(t)

Distribucion E(t) Cr(t) Certeza Maxima
. 1
Uniforme 0 0 —In ( )
b—a
Exponencial —At 0 —n(2)
Exponencial A
Truncada - 0 —In (1 - e—a-nr)
Exponencial -
Truncada —At m(1—e?*) =in (m)
Cuadrética
Quito 2
Truncada —At In(t) —in (1—(/1DT+1)e—1DT.
— 2 1
Normal _l(t—u) 0 - ln( )
2\ o aV2ln
A?‘l
e (i)
rlang At (n—1)In(t) n =11
Weibull —(At)“ (a—=1)In(t) — n(al%®)
2 1
Raileigh ! (5) In(¢) —In (—)
2\o a?
All

En la distribucion Normal, i es lamedia (—oo < u < ), g €S
la desviacion estdndar (o > 0) y t es el tiempo con limite de
integracion de —oo g o,

Ejemplo 2:
Utilizar el PCM vy obtener la distribucion probabilistica con
Conocimiento nulo en el intervalo truncado (0, DT)
El Conocimiento de la distribucion uniforme de la Tabla 2 es
C(t) = 0 ycon la Ecuacion 36 y Ecuacion 37 se obtiene:

e 1 1
[heodt  [7Tde DT

f O max =

[fec®at

P(t) = = = = —
max fODTeC(t) dt fODTeo dt foDT dt DT

foteodt B fotdt t
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SI(t)
5 =
. ELS
. = "Ztt' - n( 1
\:_:.-J —/’, mar = —ln (T\/E)
T S o
-3 -2 -1 0| T 2 E
tiempo(t)
-0.5 N
Nel0)

Figura 6. Certeza Maxima - Distribucién Normal (u = 0,0 = 1)
Ejemplo 3:

Utilizar el PCM y obtener la distribucion probabilistica normal
truncada en un intervalo (u — DT,u + DT).

El Conocimiento de la Tabla 2 para la distribucién Normal

1 (t-u\? ., .
Truncada es C(t) = - (T) . Con la Ecuacién 36 se tiene.
—u\2
e_%(tT)
f(t)max DT _l(t_—u)zd
u—DT ‘ t
o5

f(®)max = W

Donde erf es la funcion de error de Gauss:

erf(f—fi) = \/Z—Efo:_fi ~t*q

La N, de la distribucion Normal truncada es:

1
o err (25)

Ropax = —In

Para una distribucion Normal no truncada con DT = oo, la
funcioén de error es:

2
Pdt=1
m/— \/— f
Y la funcion de densidad normal no truncada obtenida es:
—uw\2
e %(tT)
t =
f( )max O'\/E
La N, de la distribucion Normal sin truncamiento es:
1
Ronax = —In {O'\/E}

La Figura 6 presenta el Conocimiento C(t) y la Informacion
I(t) de la FDP Normal.

La atemporalidad de la Certeza Maxima es un atributo de las
distribuciones probabilisticas que se presenta en todo tiempo

t, es una ley a la que se rigen las variables aleatorias con un
Conocimiento C(t) mandatorio.

4.2. Distribuciones Probabilisticas Discretas

Para una variable aleatoria discreta uniformemente espaciada
f(n) =B, yt=n l:n—T la Certeza discreta X se obtiene de la
Ecuacion 17:

m
R(P,) = Z Py(-2-DT-——InP,) (44)
n=1
m n m
N(P,Q:Z—A-DT-—-Pn—ZPn-lnP (45)
n=1 m n=1
Con restriccion:
m
Z P, = (46)

n=1

El término de la derecha en la Ecuaciéon 45 es la conocida
Entropia de Shannon H en el campo discreto.

a) Por el PCM para una distribucion uniforme discreta:

Rnax =0—1InP,

Pn = eRmax

(47)

Se reemplaza la Ecuacion 47 en la Ecuacién 46.

m

Z eRmax =1

(48)

Donde no hay Conocimiento disponible los eventos son
equiprobables y no es posible distinguirlos uno de otro.

b) Por el PCM, para una distribucion exponencial discreta

n
Rpax = —A1DT-——1InP, (49)
m
P, se despeja de la Ecuacidn 49.
P, = e Nmax . e 0T (50)

Para obtener X,,, ... se reemplaza la Ecuacion 50 en la Ecuacién

46:
Rpax = —In m _aDpT-E
n=1€ mn

N..qax S€ reemplaza en la Ecuacion 50 y se obtiene la conocida
probabilidad truncada discreta de la Ecuacion 13:

n

o~ ADT
p=—
n m ,—ADT-Z
n=1€ m
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4.3. Maxima Verosimilitud

En estadistica inferencial la estimacién de los parametros de
una FDP puede hacerse por el método de maxima
verosimilitud. El objetivo en la inferencia es obtener
informacion sobre la poblacion a partir de la muestra. Para una
muestra aleatoria de tamafio n de una variable aleatoria T. La
funcién de verosimilitud es la funcién de densidad conjunta de
la muestra L(0,¢t;) = [, f(t;|0) (Bande et al., 2008). Se
demuestra que la funcién de verosimilitud surge del PMC.

La sumatoria para cada valor t; de la Ecuacién 33 de una
muestra estadistica es:

n
i=1

Romax = Z ct) - Z I CF () maz)

i=1
Donde f (t;)max depende de los pardmetros estadisticos que
describen los datos.

N Ropgx = Z Ct) —In nf(ti)max
i=1 i=1

n n
In nf(ti)max = Z Ct) —n- Rpax
i=1 i=1

La parte izquierda de la Ecuacion 51 es el logaritmo de la
funcion de verosimilitud L(0, t;).

6D

Para la distribucion exponencial el Conocimiento de los datos
muestrales es C(t;) = —A-t; Y Npax = —In(1) de la Tabla 2.

[ [FCmax = 0L D) = =2 ti+n-1n ) (52)
i=1 i=1

El estimador de méaxima verosimilitud de A es el valor de A que
maximiza la funcion de verosimilitud L(4,¢t;) vy, a la vez,
maximiza su logaritmo In(L(4, t;) (Montgomery, 2003).

9 1(LAL)) _ 0 53)

(54)

Lo que confirma que en una muestra aleatoria exponencial la
mejor estimacion del parametro A es el inverso de la media
muestral.

4.4, Modelacion de fenédmenos naturales, caso tormentas de
lluvia en Quito

En general, el parametro A para la distribucion exponencial se
considera constante, sin embargo, para la modelacion de la
conducta temporal de tormentas intensas, este pardmetro se
convierte en una variable relacionada con la duracion del

evento, expresado por la Ecuacion 55.
a=2A-DT (55)

Los fendmenos que pueden ser modelados con la Ecuacion 55,
tienen episodios de altas intensidades de disipacion en sus

etapas tempranas lo que influencia su tiempo de vida. Mientras
mas intenso un fendmeno su tiempo de vida es mas corto.

El modelo MIT-Q se construyé para simular la representacion
espacial y temporal de las lluvias sobre un area de 1600 km?
sumando la lamina de precipitacion de celdas estocasticas
individuales. La precipitacion maxima P(mm) y su tiempo de
vida DT(h) de cada evento, es un par probabilistico de borde
del Funcional Exponencial Truncado Cuadratico.

De una simulacién estocastica de 200 afios se extrajo las
maximas intensidades de lluvia(mm/h) para duraciones entre
10 minutos a 6 horas y se compar0, con un criterio de error,
con las curvas Intensidad-Duracion-Frecuencia (IDF) oficiales
de la Empresa Puablica Metropolitana de Agua Potable y
Saneamiento de Quito (EPMAPS), proceso que permitio
calibrar los parametros del modelo. Los patrones temporales
de eventos individuales presentaron una conducta exponencial
truncada en DT con pardmetro @ = A - DT, donde el parémetro
a se ha calibrado en 9,8 con datos de la centenaria estacion
meteorologica M-054 Quito-Observatorio (9 976 222N 777
988E). Seguido, se compard las intensidades simuladas en
otras estaciones: M-003 Izobamba (9 959 896N 772 547E), M-
024 Ifiaquito (9 980 311N 779 641E) y M-002 Tola (9 974
245N 792 888E), P10 DAC-Aeropuerto (9983925N 779725E)
para validar el MIT-Q. EIl ajuste del modelo en la etapa de
calibracion se indica en la Figura 7a, en tanto, la validacién
con las cuatro estaciones meteoroldgicas adicionales se indica
en las Figuras 7b, 7c, 7d y 7e. El reporte gréfico del modelo
MIT-Q de las intensidades de lluvias centenarias de 1 hora de
duracion se indica en la Figura 8.

Discusion:

Cuando no se pueden ignorar las fuerzas gravitatorias en la
conformacién de las grandes nubes cargadas de gotas de
precipitacion que las obliga a caer, la gravedad se convierte en
un factor clave en el arreglo temporal de una tormenta. Y se
convierte en creadora de informacion. El funcional extremo de
tormenta en Quito es:

¢ 2
1—e 907
POmax =\ 7075

Donde g es la aceleracion de la gravedad.

(56)

La precipitacion en el tiempo se simula con un funcional de
precipitacion:

2
P pRE-[ L= e v
re® =PRE\ T o=

Donde, la precipitacion maxima PRE (mm) se consigue con
una distribucién exponencial de Weibull y la Duraciéon DT
(horas) con una distribucién exponencial truncada.

(57)

Los resultados de la modelacién se comparan con las curvas
IDF oficiales de la EPMAPS (Empresa Metropolitana de
Alcantarillado y Agua Potable [EMAAP-Q], 2009) de la
estacion Quito Observatorio y Tola. En tanto las estaciones
meteoroldgicas Izobamba, Aeropuerto e Ifiaquito se comparan
con el estudio de Palacios et al (2015).
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Figura 7. a) Calibracion 200 afios de simulacién comparado con datos de
estacion Quito-observatorio b) Validacion con datos de curvas IDF de estacion
meteorol6gica I1zobamba c) Estacion Tola d) Estacion Aeropuerto e) Estacion
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Figura 8. Intensidad de lluvia en Quito, Tr=100 afios, Duracién 1 hora

6. CONCLUSIONES

El principio fundamental Minima Accion del campo
deterministico es denominado Certeza Méxima X,,,, en el
campo probabilistico. Surge del equilibrio en la informacion
que entra y sale de un sistema probabilistico. X,,,, €s un
invariante que para el conocimiento y la informacion recibida
se conserva en todo tiempo, incluso al instante t = 0. Si bien
se inici6 aplicando X,,,, a la distribucion exponencial, la
extension a otras FDAs, continuas o discretas, acotadas o no
acotadas, es natural. Varias FDAs de la estadistica inferencial
se pueden emparejar a un invariante particular X, .

El Conocimiento C(t) asociado a una distribucion
probabilistica, se junta con otra cantidad conocida como
Informacidn I(t) en permanente equilibrio. El equilibrio se
consigue con una funcion de densidad de probabilidad f(t)
que puede ser maxima o minima. La méaxima P(t)max
asociada a la R, es el recorrido méas més probable entre los
posibles. Es factible adicionar al Conocimiento C(t) una
funcion de Experiencia como E(t) = sen(t) o una de
Creencia Cr(t) = cos(t) y obtener FDAs multimodales.

Con el PCM se evidencia el Conocimiento subyacente de
varias FDPs truncadas como la Exponencial, Exponencial
Cuadratica o la denominada Quito Truncada. La extension a
FDPs no truncadas se consigue ampliando el dominio de
integracion a infinito. La Tabla 2 ayuda a clasificar el origen
subyacente de las FDPs.

En el campo deterministico, maximizar un funcional
especifico permite obtener una ley fisica que rige la conducta
real de los fendmenos en la naturaleza. En el campo
probabilistico en cambio, obtiene el arreglo temporal mas
probable entre todos los posibles.

La invariabilidad es una caracteristica que distingue a la X4,
de la Maxima Entropia. Para obtener el PCM no es necesario
el preconcepto Entropia, la X,,,, surge a un nivel subyacente.

Un patron aleatorio o arreglo esta compuesto por eventos. El
orden azaroso de los eventos es irrepetible, fisicamente se
interpreta como adaptable a fendmenos disipativos de una
cantidad fisica. El patron temporal exponencial truncada
cuadratico puede asociarse con fendmenos naturales muy
intensos desencadenados por una inestabilidad que buscan
recuperar el equilibrio. Si A es alto la conducta aleatoria
tenderd a ser determinista y por tanto susceptible de observar
patrones en el tiempo, si A = 0 la conducta sera totalmente
aleatoria, los eventos equiprobables y no habrd forma de
organizar u ordenar algo en el tiempo.

En fendmenos disipativos como las tormentas, la naturaleza
prefiere patrones temporales precoces representados por la
distribucidn exponencial truncada cuadratica con parametro «
igual a la gravedad (9.8m/s?) para Quito-Ecuador.

La aplicacién del PCM a muestras estadisticas obtiene y
justifica la base del conocido método de Maxima
Verosimilitud para la estimacion de pardmetros de una FDP.
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