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Resumen Abstract
En los sistemas hidráulicos de redes de tuberías, uno
de los parámetros fundamentales es el factor de fric-
ción λ. El factor de fricción se determina con la
ecuación implícita de Colebrook-White por medios
iterativos, lo cual dificulta su aplicación. En el pre-
sente trabajo se construye una correlación basada
en el método recursivo para el cálculo del factor
de fricción, para lo cual se empleó la ecuación de
Colebrook-White. Para el cierre de la correlación se
proponen dos relaciones empíricas, donde sus coefi-
cientes y exponentes fueron calibrados en Excel 2019.
Se compararon los resultados de las dos relaciones
que se proponen con las relaciones de Swamee-Jain
y Haaland, para incrementos recursivos, donde para
la correlación λ8 se obtuvo el error porcentual má-
ximo del factor de fricción de 0,0000017 %, para la
rugosidad relativa de 0,00001 y número de Reynolds
4000; así como, los decimales arrojaron siete dígitos
decimales exactos para el factor de fricción. Para
Reynolds mayores de 4000, el error porcentual dis-
minuye. Se concluye que la correlación en función de
las relaciones explícitas que se proponen satisface a la
solución de la ecuación implícita de Colebrook-White.

One of the essential parameters in hydraulic systems
of pipe networks is the friction factor λ. The friction
factor is determined using the implicit Colebrook-
White equation through iterative methods, which
makes its application challenging. In this work, a cor-
relation based on the recursive method is developed
to calculate the friction factor using the Colebrook-
White equation. Two empirical relationships are pro-
posed to finalise the correlation, with coefficients and
exponents calibrated in Excel 2019. The results of the
two proposed relationships were compared with the
Swamee-Jain and Haaland relationships for recursive
increments. For the λ8 correlation, the maximum per-
centage error of the friction factor was 0,0000017%,
for a relative roughness of 0,00001 and a Reynolds
number of 4000. Additionally, the calculations yielded
seven exact decimal digits for the friction factor. For
Reynolds numbers greater than 4000, the percentage
error decreases. As a result, it is concluded that the
correlation based on the proposed explicit relation-
ships satisfies the solution of the implicit Colebrook-
White equation.

Palabras clave: correlación, ecuación de Colebrook-
White, error porcentual, factor de fricción, método
recursivo
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1. Introducción

En los sistemas de redes de tuberías de procesos indus-
triales, el comportamiento del flujo interno presenta
fluctuaciones de velocidad, presión, temperatura, entre
otros parámetros; el flujo se impulsa mediante la dife-
rencia de presión, y la fricción del flujo está presente.

Para una tubería o instrumento de medición, existe
un gradiente de presión, velocidad, temperatura; la
velocidad del flujo es máxima en la región central
y en la pared la velocidad se considera nula por la
condición de no deslizamiento. Por tanto, una caída de
presión ocasionada por esfuerzos viscosos representa
una pérdida de presión irreversible llamada pérdida de
presión [1, 2]. Por ejemplo, en equipos experimentales
de medición de caudal, tales como para el caso de
un tubo Venturi, las caídas de presión en la sección
de la garganta son abruptos, y en las paredes de las
uniones de la sección de la garganta con las secciones
convergentes y divergentes presentan menores caídas
de presión con respecto a la región central del flujo [3].

El régimen de flujo se clasifica en laminar, tran-
sición y turbulento. Para el caso de flujo laminar, se
caracteriza por líneas de corriente suaves y paralelas
con movimiento ordenado, y es común en fluidos con
alta viscosidad y con movimiento a baja velocidad.
Mientras que el flujo turbulento se caracteriza por
fluctuaciones aleatorias de remolinos a diferentes es-
calas. Estos remolinos transportan masa, cantidad de
movimiento y energía a otras regiones del flujo, por
lo que las regiones afectadas presentan aumento de
cantidad de movimiento, de masa y transferencia de
calor.

En consecuencia, el flujo turbulento está rela-
cionado con variaciones de valores muy altos de coefi-
cientes de fricción, transferencia de masa y transferen-
cia de calor [1, 2].

Osborne Reynolds [4] realizó experimentos para el
flujo en secciones de tuberías y descubrió que el régi-
men de flujo está relacionado con la razón de las fuerzas
inerciales sobre las fuerzas viscosas en el fluido. La
razón de las fuerzas es nombrada número de Reynolds,
Re, y se expresa como Re = V d/ν, donde V es la
velocidad promedio, d es el diámetro interno de la
tubería, ν = µ/ρ es la viscosidad cinemática, µ es la
viscosidad dinámica y ρ la densidad del fluido [1, 2].

La transición de flujo laminar a turbulento depende
de la viscosidad y velocidad del flujo, así como de la
geometría de la tubería, la rugosidad de la pared in-
terna, la temperatura de la pared, entre otros factores.
En la mayoría de las condiciones prácticas, el flujo
se clasifica como flujo laminar para Re ≤ 2300, flujo
turbulento para Re ≥ 4000 y flujo en transición en el
rango de 2300 ≤ Re ≥ 4000 [1, 2].

Colebrook y White [5, 6] propusieron una ecuación
implícita para el cálculo del factor de fricción, λ, del
flujo turbulento en tuberías, basado en sus resulta-

dos de sus investigaciones experimentales, la cual se
expresa como la ecuación de Colebrook-White (1):

1√
λ

= −2log

[
ε

3, 7 + 2.51
Re

√
λ

]
(1)

La ecuación de Colebrook-White es una combi-
nación de datos para flujo en transición y turbulento
en tuberías lisas y rugosas. El parámetro ε es la ru-
gosidad relativa, y se define como ε = k/d; donde k es
la altura promedio de la rugosidad del material y d el
diámetro interno de la tubería; y el parámetro Re es
el número de Reynolds. Señalando que, los parámetros
λ, ε y Re son adimensionales.

El factor de fricción de la ecuación de Colebrook-
White no se puede despejar aplicando procedimientos
algebraicos para obtener una solución exacta y ex-
plícita, en consecuencia, el factor de fricción se deter-
mina por métodos numéricos aplicando procedimientos
iterativos en códigos computacionales, tales como el
método de Newton-Raphson, bisección, punto fijo, en-
tre otros. Por tanto, en el diseño de redes de tuberías
se dificulta obtener el factor de fricción debido a los
laboriosos cálculos por métodos iterativos.

Como solución alternativa a la ecuación implícita
de Colebrook-White, Moody [7] propuso una expresión
gráfica de dicha ecuación, la cual es un diagrama uti-
lizado en ingeniería para obtener el factor de fricción.
Sin embargo, para determinar el factor de fricción se
genera un error numérico, por lo cual el resultado es
aproximado.

En la literatura se reportan correlaciones empíricas
que son explícitas para el cálculo del factor de fric-
ción como solución aproximada, donde las estructuras
de las relaciones empíricas se basan en la ecuación
de Colebrook-White. Las ecuaciones empíricas más
conocidas y utilizadas son la ecuación (2) de Swamee-
Jain [8], que tiene un error máximo estimado de
3,2 %, y la ecuación (3) de Haaland [9] que tiene
un error máximo estimado de 2,1 %.

1√
λ

= −2log

[
ε

3, 7 + 5, 74
R0,9

e

]
(2)

1√
λ

= −1, 8log

[(
ε

3, 7

)1,11
+ 6, 9

Re

]
(3)

Con el propósito de reducir el error numérico del
factor de fricción en función de ε y Re, diferentes au-
tores han propuesto relaciones empíricas y explícitas,
para lo cuales han aplicado diferentes métodos para
obtener la solución.

Se nombran algunos autores, tales como Mikata y
Walczack [10], Rollmann y Spindler [11] y Biberg [12]
que aplican la función ω de Lambert. Serghides [13],
Vatankhah [14] y Azizi et al. [15] obtienen correlaciones
mediante combinaciones de procedimientos algebraicos.
Chen [16], Schorle et al. [17], Zigrang y Sylvester [18],
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Sousa et al. [19], Romeo et al. [20] y Offor y Alabi [21]
obtienen correlaciones mediante el método recursivo
con modificaciones de las constantes y exponentes. Así
como, Santos et al. [22] y Alfaro et al. [23] realizan
evaluaciones experimentales para el cálculo del factor
de fricción.

Además de los autores antes señalados, Pérez et
al. [24] reportan una lista de cuarenta y nueve (49)
relaciones explícitas para el cálculo del factor de fric-
ción. La lista comienza con la ecuación de Moody [7]
y termina con la de Azizi et al. [15].

Cabe señalar que estudios recientes presentan re-
visiones de errores del factor de fricción para algunas
correlaciones reportadas en la literatura [25], y expo-
nen que la relación propuesta por Praks y Brkić [26]
arroja un máximo error porcentual de 0,001204%,
la relación propuesta por Serghides [13] arroja
0,00256 %; la relación propuesta por Vantakhak [14]
arroja 0,005952 %, y la relación propuesta por Romeo
et al. [20] arroja 0,007468 %. Mientras que, Lamri y
Easa [27] aplican el teorema de inversión de Lagrange,
y para cuatro términos obtienen el error de 0,002 %.

De los resultados reportados por los autores señala-
dos, el error producido por cada ecuación empírica se
debe a la forma en que se estructura la ecuación con
los términos algebraicos que lo componen, así como
por los coeficientes y exponentes.

La precisión numérica en la cantidad de dígitos de
los decimales del factor de fricción está relacionada con
el error relativo porcentual, por lo que es importante
la calibración de los coeficientes y exponentes para una
nueva correlación empírica y que sea simple en toda
su estructura como modelo matemático.

En el presente trabajo se construye una correlación
explícita que está basado en el método recursivo, para
el cálculo del factor de fricción de flujo turbulento en
tuberías. Así también, se evalúa la correlación para
cuatro relaciones explícitas que calculan el factor de
fricción para la primera aproximación inicial. En la
sección 2 se presenta la metodología; en la sección
3 se presentan los resultados obtenidos del factor de
fricción y los errores porcentuales; seguidamente, en
la sección 4 se exponen las conclusiones del análisis
realizado.

2. Materiales y métodos

2.1. Representación gráfica del ajuste de la
curva de correlación

La Figura 1 muestra un esquema genérico para tres
trayectorias de curvas. Se ilustra la curva de una fun-
ción analítica implícita y = f(x, y); la curva de una
función empírica explícita y = h(x), que está des-
fasada de la curva de la función analítica. La curva
segmentada corresponde a la correlación, la cual es la

función de recursión yn+1 = f(x, yn), y esta función
está próxima a la curva de la función analítica.

En un punto local de referencia (xo, yo) para la fun-
ción empírica yo = h(xo), los datos xo están dentro del
rango desde xa hasta xb (eje x), y los datos de salida
yo está dentro del rango desde ya hasta yb (eje y). Para
la función analítica, para xo, el dato de salida es ym,
siendo el punto de referencia (xo, ym). Asimismo, para
la recursión, para el dato xo, el dato de salida es yn+1,
siendo la posición de referencia (xo, yn+1). Para un
punto fijo xo, a medida que se incrementa los términos
algebraicos de la recursión yn+1, la cual inicia a partir
de yo, la variable dependiente yn+1 se aproxima a ym

el cual es un dato fijo, por tanto, el error numérico se
reduce progresivamente hasta lograr la convergencia
numérica ym = yn+1. Por tanto, para un barrido de
datos de entrada xo, la curva de la recursión quedaría
superpuesta sobre la curva analítica en el rango de
xa ≤ xo ≤ xb, y los datos de salida en el rango de
ya ≤ yn+1 ≤ yb.

Figura 1. Esquema básico de representaciones de las cur-
vas de la función analítica, empírica y de la recursión

De manera general, para el esquema de la Figura 1,
los pasos del método recursivo son los que se muestran
en la ecuación (4).

y1 = f(xo, yo)
y2 = f(xo, y1)
y3 = f(xo, y2)

...
yn+1 = f(xo, yn)

(4)

Donde la primera aproximación es y1, la segunda es
y2, la tercera y3, y la última es yn+1; siendo de manera
creciente la sucesión para yn+1, el cual inicia desde
n = 0.

La función yo = h(xo) es una representación ma-
temática de una expresión que está explícita, la cual
permite el cierre como primer cálculo inicial, siendo yo

la primera solución aproximada.
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2.2. Relación explícita

Para el cálculo de la primera aproximación inicial del
factor de fricción λo, es necesario establecer una ex-
presión matemática como una relación explícita para
dicha solución aproximada.

En ese sentido, para obtener la relación explícita
λo se tomó en cuenta la ecuación (1) de Colebrook-
White [5,6]. Al argumento de la ecuación de Colebrook-
White se le eliminó

√
λ, y se acondicionaron las ubi-

caciones de los coeficientes ai y exponentes ni. De
manera que, la relación explícita λo para el primer
cálculo del factor de fricción se estructuró como la
ecuación (5).

1√
λo

= a1log

[(
ε

a2

)n1

+
(

a3

Re

)n2]
(5)

Los datos de entrada son los parámetros indepen-
dientes: la rugosidad relativa ε y el número de Reynolds
Re, y se establecieron en el rango de 1 × 10−06 ≤ ε ≤
0, 05 y 4000 ≤ Re ≤ 1 × 10+08. Y el dato de salida es
λo.

Los coeficientes a1, a2, a3 y los exponentes n1 y n2
de la ecuación (5) fueron calibrados de manera itera-
tiva en una hoja de cálculo de Excel 2019, tomando
como datos patrón la ecuación (1) de Colebrook-White.
Se consideraron los mejores resultados de las magni-
tudes de los coeficientes y de los exponentes para el
establecimiento de dos relaciones explícitas.

En la Tabla 1 se presentan las magnitudes de los
coeficientes y exponentes, para las dos relaciones ex-
plícitas que se proponen, las cuales se presentan como
las ecuaciones (6) y (7).

Tabla 1. Valores calibrados de coeficientes y exponentes

Coeficiente Exponente
a1 a2 a3 n1 n2

Ec. (6): 1,795 3,9 6,94 1,104 -
Ec. (7): 2 3,7 6,94 - 0,9

1√
λo

= −a1log

[(
ε

a2

)n1

+ a3

Re

]
(6)

1√
λo

= −a1log

[
ε

a2
+

(
a3

Re

)n2]
(7)

2.3. Acondicionamiento de la correlación

Basado en el método recursivo, a la ecuación (1) de
Colebrook-White [5,6] se le acondicionó para el cálculo
del factor de fricción como dato de salida λn+1, y como
dato de entrada λn, la cual se expresa como la ecuación
(8).

1√
λn+1

= a log

[
b + c

1√
λn

]
(8)

Donde a = −2, b = ε/3, 7 y c = 2, 51/Re.
La ecuación (8) está basada en el logaritmo de

base 10, la cual se emplea en los cálculos del presente
trabajo. También, se puede expresar en función del lo-
garitmo natural, siendo 1/

√
λn+1 = a1ln

[
b + c/

√
λn

]
,

donde a1 = a/ln(10).
Con la ecuación (8) se estructuró la correlación

expresada como la ecuación (9) para el cálculo de
incrementos de la sucesión λn+1 = λ2, λ4, λ6, λ8.

1√
λ8

= a log [b + ac log [b + cD]]
D = a log [b + ac log [b + cC]]
C = a log [b + ac log [b + cB]]
B = a log [b + ac log [b + cA]]

(9)

Siendo D = 1√
λ6

, C = 1√
λ4

, B = 1√
λ2

y A = 1√
λo

.
Adicionalmente, a la ecuación (9) se le incrementó

los términos para evaluar hasta λn+1 = λ20, mas no
se presenta la expresión matemática para λ20 por ser
el procedimiento similar. Ya que, de manera general,
se aplica el mismo principio de la ecuación (8).

El propósito de evaluar la correlación de manera
segmentada fue para determinar la tendencia en la
disminución del error porcentual del factor de fricción
para diferentes valores del número de Reynolds y de
la rugosidad relativa.

Como dato de entrada de λo para A = 1/
√

λo en
la ecuación (9), se tomó en cuenta cuatro relaciones
explícitas: la relación de Swamee-Jain [8] (ecuación
(2)), la de Haaland [9] (ecuación (3)), así como, las
ecuaciones (6) y (7) que se proponen en el presente
trabajo. Donde, cada relación se evaluó de manera
separada en la ecuación (9).

El cálculo del error porcentual del factor de fricción
λ(%) se determinó con la siguiente ecuación (10).

λ(%) = 100
∣∣∣∣λm − λn+1

λm

∣∣∣∣ (10)

Donde λm es el factor de fricción de la solución
exacta de la ecuación de Colebrook-White, y λn+1 es
el factor de fricción de la ecuación (9).

Cabe señalar, que todos los cálculos numéricos y
gráficas fueron realizadas en una hoja de cálculo de
Excel 2019.

3. Resultados y discusión

3.1. Correlación y relaciones explícitas para el
cálculo del factor de fricción

La correlación construida por el método recursivo
está expresada como la ecuación (9), siendo a = −2,
b = ε/3, 7, c = 2, 51/Re. Esta correlación es una expre-
sión matemática que modela la trayectoria de la curva
del factor de fricción, λ, en función de la rugosidad
relativa, ε, y el número de Reynolds, Re. Siendo el
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término A = 1/
√

λo, y en la cual se sustituyen las rela-
ciones explícitas de la forma 1/

√
λo que actúan como

cierre de la correlación. Las dos relaciones explícitas
que se proponen en el presente trabajo para el cierre
de la ecuación (9), son las ecuaciones (6) y (7).

Cabe señalar, que la ecuación (9) es simple en su
estructura para cálculos directos, la cual mejora la
respuesta en la disminución del error del factor de fric-
ción para cada incremento de términos en la recursión,
por tanto, los dígitos decimales exactos del factor de
fricción se incrementan.

A continuación, se presentan los errores por-
centuales del factor de fricción que arroja la ecuación
(9), para las relaciones explícitas que actúan como
cierre para A = 1/

√
λo, la ecuación (2) de Swamee-

Jain, la ecuación (3) de Haaland, y las ecuaciones (6)
y (7) que se proponen.

3.2. Errores porcentuales del factor de fricción

Las gráficas de las trayectorias de las curvas de los
errores porcentuales del factor de fricción λo, como
cálculo de la primera aproximación inicial para las
ecuaciones (2), (3), (6) y (7) se muestran en la Figura
2. Las trayectorias de las curvas son fundamentales, en
primera instancia, para comprender el efecto que tienen
los coeficientes y exponentes para valores variables de
la rugosidad relativa, ε, y el número de Reynolds, Re.

Para el rango del número de Reynolds 4000 ≤
Re ≤ 1 × 1008 y el rango de la rugosidad relativa
1×10−06 ≤ ε ≤ 0, 05, la ecuación (6)) presenta el error
porcentual máximo estimado de 2,1 % y la ecuación
(7)) el error de 3,1 %. Mientras que, la ecuación (2)
de Swamee-Jain presenta el error máximo estimado de
3,2 % y la ecuación (3) de Haaland el error de 2,1 %.
En ciertas regiones, las ecuaciones (2), (3), (6) y (7)
presentan errores alrededor de 0,1 % (Figura 2). Cabe
señalar que las figuras solo muestran las trayectorias
de las curvas para el rango de la rugosidad relativa
0, 00001 ≤ ε ≤ 0, 05.

Para ε = 0, 05 (Figura 2a) las ecuaciones (3) y
(7) presentan trayectorias con tendencia horizontal a
partir de la posición local Re = 1 × 1005. Mientras que,
la curva de la ecuación (7) se superpone a la curva de
la ecuación (2) y tiene una tendencia de una recta con
pendiente negativa. Para ε = 0, 00001 (Figura 2d) las
fluctuaciones de las curvas del factor de fricción son
mayores con respecto a las otras curvas ilustradas en
la misma Figura 2.

Se puede observar que para tubos hidráulicamente
rugosos (ε = 0, 05) las tendencias distan entre sí mucho
más que en tubos hidráulicamente lisos (ε = 0, 00001),
sobre todo, las ecuaciones (2) y (7) para la curva de
la Figura 2a.

Las curvas muestran que los coeficientes y expo-
nentes de cada una de las relaciones tienen un efecto
dominante que definen su propio comportamiento de
trayectoria.

Figura 2. Errores porcentuales del factor de fricción para
λo, como cálculo de la primera aproximación de las ecua-
ciones (2), (3), (6) y (7)

Cabe señalar, para la Figura 2 y otras figuras si-
guientes que se señalan más adelante, en los picos
descendentes para determinados números de Reynolds,
allí se presentan puntos de inflexión de las curvas y
las mismas no se pueden apreciar, porque los datos
de salida de los errores (eje y) están en valores ab-
solutos de acuerdo con la ecuación (10). También es
importante destacar que el eje vertical está a escala lo-
garítmica de base 10, y esto fue debido para lograr que
las trayectorias de las curvas puedan ser analizadas.

Con respecto a las trayectorias de las curvas de
los errores porcentuales del factor de fricción para λ2,
λ4, λ6 y λ8 se muestran en las Figuras 3, 4, 5 y 6.
Se observa que para las ecuaciones (2), (3), (6) y (7)
definen trayectorias de sus propias curvas a medida
que se incrementan los términos. Para cada valor de
ε, en la posición Re = 4000, para λ2, λ4, λ6 y λ8, allí
las trayectorias de las curvas presentan el mayor error
relativo porcentual del factor de fricción.

Las regiones para los máximos errores del factor
de fricción se presentan para las posiciones locales
ε = 0, 00001 y Re = 4000, tal como se muestran en las
Figuras 3d, 4d, 5d y 6d.

Las ecuaciones (2), (3), (6) y (7) para λ8 (Figura
6d) tienen errores menores de 0,000002 %. Mientras
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que, para λ6 (Figura 5d) se presenta errores máximos
de 0,00006 %. Para λ4 (Figura 4d) se presenta errores
de 0,002 %, y para λ2 (Figura 3d) presenta errores de
0,061 %.

Se evidencia que las magnitudes de los coeficientes
y exponentes para cada relación explícita tienen un
comportamiento particular, y evoluciona la trayectoria
de las curvas a medida que se incrementa la rugosidad
relativa para el mismo rango de número de Reynolds,
tal como se muestran en las Figuras del 2 al 6. Sería
de interés, en trabajos posteriores, que se realicen com-
paraciones con otras relaciones explícitas, sustituyendo
en la ecuación (9), para determinar con cuál de ellas
se obtendría menores errores porcentuales.

Cabe señalar, algo parecido con la Figura 2a ocurre
para la Figura 3a, para λ2 y ε = 0, 05, para las ecuacio-
nes (2) y (7) que difiere más en tubos hidráulicamente
rugosos, con una tendencia de curvas rectas con pen-
diente negativa. Así como, las ecuaciones (3) y (6)
también presentan curvas rectas, y se interceptan en
la región alrededor de Re = 1 × 1005. También ocurre
para las Figuras 4a, 5a y 6a, que tienen trayectorias
con tendencia de curvas rectas para tuberías rugosas
(ε = 0, 05), respectivamente.

La Tabla 2 presenta los errores máximos del fac-
tor de fricción para ε = 0, 00001 y los números de
Reynolds locales 4 × 1003, 1 × 1004, 1 × 1005, 1 × 1006,
1 × 1007 y 1 × 1008, para λo, λ2, λ4, λ6 y λ8, las cuales
están relacionadas con las Figuras 2, 3, 4, 5 y 6. Para
la ecuación (6) y λ8, y las condiciones ε = 0, 00001 y
Re = 4 × 1003, el error porcentual máximo del factor
de fricción es 1, 7 × 10−06 %. Para las ecuaciones (2),
(3) y (7), los errores son menores de 1, 7 × 10−06 %.

Cabe señalar que a medida que se incrementa la
recursión, disminuyen los errores porcentuales, en con-
secuencia, los factores de fricción para λ8 presentan
siete dígitos decimales exactos para ε = 0, 001, ocho
dígitos exactos para ε = 0, 00001 y nueve dígitos exac-
tos para ε = 0, 05 y ε = 0, 0001, con respecto al factor
de fricción de la ecuación (1) de Colebrook-White,
tal como se muestran en la Tabla 3. Para recursiones
menores de λ8, los decimales exactos disminuyen; para
λ6 es igual a seis dígitos exactos, para λ4 es igual
a cinco dígitos exactos, así como para λ2 es igual a
cuatro dígitos exactos.

Para la ecuación (9) y λ8 se obtuvo el mayor
error porcentual máximo del factor de fricción de
0,0000017%; el cual está muy por debajo de los er-
rores porcentuales reportados por Brkić y Stajić [25],
quienes, Praks y Brkić [26] obtuvieron errores alrede-
dor de 0,001204 % y, Serghides [13] obtuvo el error de
0,002560%. Cabe señalar que los errores porcentuales
reportados por Brkić y Stajić [25] no han sido verifi-
cados mediante cálculos numéricos por los autores del
presente trabajo, en ese sentido, solo se expone con
fines comparativos.

Figura 3. Errores porcentuales del factor de fricción para
λ2

Figura 4. Errores porcentuales del factor de fricción para
λ4
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Figura 5. Errores porcentuales del factor de fricción para
λ6

Figura 6. Errores porcentuales del factor de fricción para
λ8

Tabla 2. Errores porcentuales, λ (%), del factor de fricción
de las recursiones, para ε = 0, 00001 y Re locales

Error Ec. (2) Ec. (3) Ec. (6) Ec. (7)
λ (%) Re = 4E + 03

λ0 1,6182 1,2790 2,0294 1,4803
λ2 0,0482 0,0381 0,0610 0,0441
λ4 0,0014 0,0011 0,0018 0,0013
λ6 4,4E-05 3,5E-05 5,0E-05 4,0E-05
λ8 1,4E-06 1,1E-06 1,7E-06 1,2E-06

λ (%) Re = 1E + 04
λ0 0,2958 0,0132 0,7047 0,1769
λ2 0,0068 0,0003 0,0163 0,0041
λ4 1,6E-04 7,2E-06 3,8E-04 9,6E-05
λ6 3,7E-06 1,7E-07 8,8E-06 2,3E-06
λ8 8,6E-08 3,9E-09 2,1E-07 5,2E-08

λ (%) Re = 1E + 05
λ0 0,6637 1,0164 0,3413 0,7522
λ2 0,0088 0,0135 0,0045 0,0099
λ4 1,2E-04 1,8E-04 6,0E-05 1,4E-04
λ6 1,6E-06 2,4E-06 7,9E-07 1,8E-06
λ8 2,1E-08 3,2E-08 1,1E-08 2,3E-08

λ (%) Re = 1E + 06
λ0 0,1380 0,8650 0,1948 0,2036
λ2 0,0010 0,0062 0,0013 0,0014
λ4 7,1E-06 4,5E-05 1,0E-05 1,1E-05
λ6 5,1E-08 3,2E-07 7,2E-08 7,6E-08
λ8 3,7E-10 2,3E-09 5,2E-10 5,4E-10

λ (%) Re = 1E + 07
λ0 0,6984 0,4194 0,3166 0,6651
λ2 0,0011 7,0E-04 5,3E-04 0,0011
λ4 2,0E-06 1,2E-06 8,8E-07 1,80E-06
λ6 3,2E-09 1,9E-09 1,5E-09 3,1E-09
λ8 5,3E-12 3,3E-12 2,4E-12 5,1E-12

λ (%) Re = 1E + 08
λ0 0,4423 0,0732 0,8823 0,4351
λ2 2,4E-05 3,9E-06 4,7E-05 2,3E-05
λ4 1,3E-09 2,1E-10 2,5E-09 1,3E-09
λ6 6,4E-14 0 1,3E-13 6,4E-14
λ8 0 0 0 0

La Figura 7 muestra la disminución del error por-
centual del factor de fricción a medida que se incre-
menta la recursividad para λ2, λ4, λ6, λ8, hasta λ20.

Para las ecuaciones (2), (3) (6) y (7), ε = 0, 00001
y posición local Re = 4E + 03, la magnitud de λ9 re-
porta el error porcentual de 2, 85E −07 %, λ10 reporta
4, 95E − 08 %, λ11 reporta 8, 55E − 09 %; λ12 reporta
1, 5E − 09 %, λ14 reporta 4, 5E − 11 %, λ16 reporta
1, 5E − 12 %, λ18 reporta 5, 5E − 14 %, y por último
λ20 reporta el error de 0,0 %.

Para otros valores de rugosidad relativa y números
de Reynolds, los errores porcentuales del factor de
fricción son menores. En la cual se evidencia que a
medida que se incrementa el número de Reynolds se
requiere de menos términos en la recursión para la
convergencia numérica.
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Tabla 3. Comparación de valores numéricos de factores
de fricción de las recursiones con respecto a la ecuación (1)
de Colebrook-White, para Re = 4E + 03 y ε locales

Ec. (2) Ec. (3) Ec. (6) Ec. (7)
λ Ec. (1): λ = 0, 076986834; ε = 0, 05
λ0 0,0793827 0,0776348 0,0772007 0,0793531
λ2 0,0769896 0,0769876 0,0769870 0,0769895
λ4 0,0769868 0,0769868 0,0769868 0,0769868
λ6 0,0769868 0,0769868 0,0769868 0,0769868
λ8 0,0769868 0,0769868 0,0769868 0,0769868

λ Ec. (1): λ = 0, 040910389; ε = 0, 001
λ0 0,0416954 0,0412161 0,0415108 0,0416423
λ2 0,0409306 0,0409183 0,0409259 0,0409293
λ4 0,0409109 0,0409105 0,0409107 0,0409108
λ6 0,0409104 0,0409103 0,0409104 0,0409104
λ8 0,0409103 0,0409103 0,0409103 0,0409103

λ Ec. (1): λ = 0, 040008431; ε = 0, 0001
λ0 0,0406678 0,0404853 0,0407853 0,0406129
λ2 0,0400278 0,0400224 0,0400312 0,0400262
λ4 0,0400090 0,0400088 0,0400091 0,0400089
λ6 0,0400084 0,0400084 0,0400084 0,0400084
λ8 0,0400084 0,0400084 0,0400084 0,0400084

λ Ec. (1): λ = 0, 039917166; ε = 0, 00001
λ0 0,0405631 0,0404277 0,0407272 0,0405080
λ2 0,0399364 0,0399324 0,0399412 0,0399347
λ4 0,0399177 0,0399176 0,0399178 0,0399176
λ6 0,0399171 0,0399171 0,0399171 0,0399171
λ8 0,0399171 0,0399171 0,0399171 0,0399171

Para tuberías hidráulicas con valores menores de
ε = 0, 00001, incluso para ε = 0, la ecuación (9) es apli-
cable. Al sustituir ε = 0, la ecuación (9) se simplifica,
y numéricamente las curvas de los errores del factor
de fricción son parecidas a las trayectorias de las cur-
vas mostradas en la Figura 7c; y los resultados de las
gráficas y tablas no se presentan por ser casi similares.
Donde, para λ8, para el rango de 4000 ≤ Re ≤ 1E +08,
el error porcentual es menor de 1,5E-06 %.

Las ecuaciones de Swamee-Jain y Haaland fueron
evaluadas en la ecuación (9), a partir de λ2, las cuales
arrojan resultados similares con respecto a las evalua-
ciones de las ecuaciones (6) y (7) que se proponen.

En ese sentido, cualquier ecuación que tenga es-
tructuras diferentes a las ecuaciones (6) y (7) y que
las mismas sean utilizadas en la ecuación (9), pueden
reducir su error porcentual del factor de fricción.

La ventaja de la ecuación (9) radica en la simpli-
cidad de su construcción y su fácil uso para calcular
directamente el factor de fricción como una solución
aproximada.

Figura 7. Errores porcentuales del factor de fricción para
las ecuaciones (2), (3), (6) y (7)

4. Conclusiones

Basándose en los análisis realizados, se concluye que:
La correlación expresada como la ecuación (9)

para λ8, y las relaciones explícitas que actúan como
cierre que son expresadas como las ecuaciones (6)
y (7) para el cálculo de λo como aproximación ini-
cial, satisfacen como solución aproximada para la
solución de la ecuación (1) implícita de Colebrook-
White. La ecuación (9) es aplicable para el flujo tur-
bulento dentro del rango estudiado del número de
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Reynolds 4000 ≤ Re ≤ 1E + 08 y rugosidad relativa
0, 05 ≥ ε ≥ 0, 00001; y como una extensión del estu-
dio realizado, es posible su aplicación para tuberías
lisas dentro del rango de número de Reynolds antes
señalado. Así como, se acota que la ecuación (9) no es
aplicable para Re < 4000.

Dentro del rango de la rugosidad relativa,
0, 05 ≥ ε ≥ 0, 00001, y número de Reynolds,
4 × 1003 ≤ Re ≤ 1 × 1008, el error porcentual má-
ximo del factor de fricción reporta un valor estimado
de 1, 7 × 10−06 %, para ε = 0, 00001 y Re = 4 × 1003.
Donde el factor de fricción tiene siete dígitos decimales
exactos. Para otros valores de la rugosidad relativa
y números de Reynolds, las magnitudes numéricas
del factor de fricción presentan más de siete dígitos
decimales exactos.

Asimismo, para recursiones mayores de λ8, los dígi-
tos decimales exactos se incrementan. Para ε = 0, 00001
y Re = 4×1003, λ10 reporta el error de 4, 95×10−08 %,
λ14 reporta 4, 5 × 10−11 %, y, finalmente, para λ20 re-
porta el error de 0, 0 %.
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